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前 言 
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领导 和 同志 们 的 大 力 支持 ， 特 此 深 表 谢意 . 

由 于 编者 水 平 有 限 ， 书 中 难免 有 下 漏 和 错误 之 处 ， 敬 请 读者 指正 . 
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内 容 简 介 


本 书 主要 介绍 三 类 典型 方程 ( 双 曲 型 方程 、 抛物 型 方程 、 椭 圆 型 方程 ) 的 导出 、 
定 解 问题 的 解法 以 及 三 类 典型 方程 的 基本 理论 ， 深入浅出 地 讲述 了 求解 偏 微分 方 
程 问题 的 行 波 法 、 分 离 变 量 法 、 Fourier 变换 和 Laplace 变换 、 Green 阻 数 法 ， 书 
中 配 有 大 基 难 易 兼 顾 的 例题 与 习题 , 本 书 可 作为 数学 与 应 用 数学 、 计 算数 学 、 物 理 
学 、 力 学 等 专业 本 科 生 以 及 工科 相关 专业 的 研究 生 的 教材 和 教学 参考 书 使 用 . 
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第 1 章 典型 定 解 问题 的 提 法 


数学 物理 方程 的 主要 研究 对 象 , 是 来 自 各 种 数学 物理 问题 的 偏 微分 方程 . 本 章 
将 从 几 个 简单 的 物理 模型 出 发 ， 推 导出 本 课程 将 要 讨论 的 三 种 典型 方程 及 其 相应 
的 定 解 问题 

学 习 这 一 章 , 应 该 搞 清楚 每 个 方程 和 定 解 条 件 的 实际 背景 ,知道 每 个 有 实际 意 
义 的 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ， 是 从 数量 形式 上 去 表述 由 相应 的 物理 定律 所 确定 的 
物理 量 之 间 的 制约 关系 . 


1.1 _ 偏 微 分 方程 举例 和 基本 概念 


在 学 习 常 微分 方程 的 过 程 中 , 读者 已 经 知道 , 所谓 常 微分 方程 是 由 一 个 自 变 量 
和 一 个 未 知 函数 以 及 这 个 未 知 函 数 的 某 些 阶 导数 构成 的 等 式 ， 例 如 ， 


d27 
dt2 
但 在 自然 界 中 , 许多 物理 基 (例如 温度 、 速 度 等 ) 是 随时 间 及 空间 位 置 而 变化 的 , 需 
由 以 时 间 坐 标 土 及 空间 坐标 z 为 自 变量 的 函数 u(x,t) 来 表示 ， 而 这 些 物 理 量 的 变 
化 规律 , 往往 用 关于 时 间 坐 标 及 空间 坐标 的 某 些 阶 变化 率 之 间 的 关系 式 来 描述 ， 即 
可 写 为 函数 以 关于 t 及 z 的 某 些 阶 偏 导 数 之 间 的 一 些 关 系 式 . 
所 谓 偏 微分 方程 , 是 指 含 有 未 知 的 多 元 函数 及 其 某 些 偏 导数 的 关系 式 , 例如 ， 
导热 物理 的 温度 函数 4 = wu(z,y,z,1) 满足 的 热传导 方程 
’ 2 
+ ft) (1.1.1) 
描述 定常 过 程 的 Laplace 方程 
Ou Ou Ou 加 (1.1.2) 


弦 振 动 时 其 位 移 函 数 % = ulz,t) 满足 的 方程 


2 2 
0 (1.1.3) 
C py 
梁 的 横 振 动 方程 | 
Ou 40 UL = f(z,t), (1.1.4) 


1 Br 
出 现 于 水 波 研究 中 的 KdV (Korteweg de Vries) 方程 
Ou Ou OW (1.1.5) 


Cu 一 十 二 a 二 0， 


ot 下 Or Oz’ 
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等 等 都 是 偏 微分 方程 . 
一 般 地 ， 对 于 一 个 n(n > 2) 元 函数 = u(z1,72,… ,zn) 而 言 ， 关 于 它 的 偏 
微分 方程 的 一 般 形式 为 


F(z1, 7x2, ,Tn,u, Du, D2u ,DAu) = 0, (1.1.6) 


其 中 下 是 其 变 元 的 已 知 函 数 ， Du 表示 vv 的 一 阶 偏 导 数 
Ou Ou Ou 
a 
而 一 般 地 ， Drw (k = 2,3,.… ,和 N) 表示 的 及 阶 偏 导数 
Dr (FR hh 襄 ,h,… ,kn 均 为 非 负 整 数 ). 

包含 在 偏 微分 方程 中 的 未 知 函 数 的 偏 导 数 的 最 高 阶 数 ， 称 为 方程 的 阶 . 例如 ， 
在 方程 (1.1.6) 中 ,车 请 含有 DNu 项 ， 则 方程 (1.1.6) 的 阶 为 N, 称 方程 (1.1.6) 为 
NN 阶 偏 微 分 方程 ， 而 称 方程 (1.1.1) 为 二 阶 偏 微分 方程 ,特别 地 ， 当 自 变量 的 个 数 
n = 1 时, 方程 (1.1.6) 化 为 常 微分 方程 ,而 一 般 的 偏 微分 方程 则 对 应 于 自 变量 的 个 
数 > 2 的 情形 . 

如 果 一 个 偏 微分 方程 关于 未 知 函 数 及 其 所 有 偏 导 数 都 是 线性 的 ， 则 称 其 为 线 
性 偏 微分 方程 , 否则 ， 就 称 其 为 非 线 性 偏 微分 方程 . 如 果 一 个 非 线性 偏 微分 方程 所 
含 未 知 函 数 的 一 切 最 高 阶 偏 导 数 都 是 线性 的 ， 则 称 其 为 拟 线性 偏 微分 方程 . 在 线性 
偏 微分 方程 中 , 不 含 未 知 郴 数 及 其 偏 导 数 的 非 零 项 称 为 非 齐 次 项 . 或 简称 为 非 齐 项 . 
不 含 非 齐 次 项 的 线性 偏 微分 方程 称 为 齐 次 方程 . 也 称 为 齐 方程 , 否则 称 为 非 齐 次 方 
程 或 非 齐 方 程 . 

在 前 面 列举 的 例子 中 ,方程 (1.1.1) 是 二 阶 线性 非 齐 次 方程 ,方程 (1.1.2) 和 
(1.1.3) 是 二 阶 线性 齐 次 方程 ， 方 程 (1.1.4) 是 四 阶 线 性 非 齐 次 方程 ， 方程 (1.1.5) 是 
三 阶 拟 线 性 方程 . 


例 1.1.1 方程 Ou Ou 


为 二 阶 拟 线 性 偏 微分 方程 . 
例 1.1.2 方程 Bu 


为 二 阶 非 线 性 偏 微分 方程 . 


对 于 方程 (1.1.6), 什么 是 它 的 解 呢 ? 设 2 是 R” 中 的 一 个 区 域 9 如果 是 在 
1 中 有 定义 的 足够 光滑 的 函数 ， 将 它 代入 式 (1.1.6) 中 能 使 其 在 2 中 恒 等 地 成 立 ， 
@ 在 本 教材 中 ， 均 以 R" 表示 n 维 欧 氏 室 间 ， 而 R” 中 的 区 域 均 指 开 区 域 . 


习题 1.1 3 


则 称 v 是 方程 (1.1.6) 在 2 中 的 一 个 古典 意义 下 的 解 ， 简 称 古 典 解 . 这 里 需要 指 
出 , 偏 微分 方程 的 解 的 概念 可 以 用 各 种 各 样 的 方法 加 以 扩充 , 但 上 述 古 典 解 的 概念 
是 最 易于 理解 的 ， 也 是 本 教材 着 重 讨论 的 对 象 . 今后 ， 如 无 特别 需要 ,我们 就 将 古 
典 解 称 为 解 . 

一 个 m 阶 偏 微分 方程 在 某 区 域内 的 (古典 ) 解 ， 是 指 这 样 的 函数 : 它 具 有 直到 
m 阶 的 一 切 偏 导数 , 本 身 和 这 些 偏 导数 都 连续 , 将 它 及 其 偏 导数 替代 方程 中 的 未 知 
函数 及 其 对 应 的 偏 导 数 后 ,这 个 方程 对 其 金 体 自 变量 在 该 区 域内 成 为 一 个 恒等式 . 

一 般 来 说 ， 一 个 偏 微分 方程 常常 有 许多 解 . 为 了 从 一 个 偏 微分 方程 的 许 许多 多 
解 中 找 出 一 个 特定 的 解 ， 就 必须 引进 适当 的 附加 条 件 ， 我 们 称 其 为 定 解 条 件 . 一 个 
偏 微分 方程 和 附加 它 的 定 解 条 件 合 在 一 起 ， 称 为 定 解 问 题 . 所 谓 定 解 问题 的 解 ， 就 
是 相应 的 偏 微分 方程 的 解 中 之 满足 附加 的 定 解 条 件 者 . 


例 1.1.3 函数 v(z,y) = er cosy 是 二 阶 常 系数 线性 方程 


ou ov ， 
Or? Oy? 
的 (古典 ) 解 . 
例 1.1.4 函数 u(z,t) =e-*tsinz 是 二 阶 常 系数 线性 方程 
Ou 62 0 
Ot 68r 
的 解 . 
例 1.1.5 函数 w(z,t) = 了 F(z 一 at) 十 G(z 十 at) 是 二 阶 常 系数 线性 方程 
Ou 02 加 
Br —a RR 0 (1.1.7) 


的 通 解 ， 其 中 和 G 是 任意 两 个 二 阶 连续 可 微 的 单 变 其 函数 . 

显然 函数 u(z,t) = C1iz + C2t 是 方程 (1.1.7) 的 (古典 ) 解 ， 但 不 是 通 解 ， 这 里 
Ci 和 Cs 可 以 是 任意 常数 . 

本 教材 主要 研究 含 一 个 未 知 函 数 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 , 而 上 述 方程 (1.1.1)、 
(1.1.2) 、 (1.1.3) 等 就 是 其 典型 例子 .我 们 分 别称 方程 (1.1.1) 、(1.1.2) 、(1.1.3) 为 
热传导 方程 、 Poisson 方程 、 波 动 方程 . 


习题 1.1 
1.1.1 对 于 下 列 各 偏 微分 方程 ， 试 判断 它们 是 线性 的 ,还 是 非 线性 的 如果 是 线性 的 ,说明 


Goin ct 并 确定 它 的 阶 . 
Ou Ou DO 


， 元 一 太一 = 0; 
0) uP 27y =0; i Bri 
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Ou\? Ou Oxu Ou 
(1 | we Be 

Ou Ou Ou ， Ou Ou 
(5) B+3B700 + Hi m0 (0) Bis + roy7 + hu=0. 


1.1.2 设 f(v) 是 一 可 微 函 数 ， 证 明 : 函数 & = f(zy) 满足 方程 


1.1.3 试 找 出 方程 = 0 的 所 有 二 阶 连续 可 微 的 解 
1.1.4 如 果 函 数 u(x,t) = e**1?t 是 方程 


的 解 ， 那 么 常数 a 和 常数 p 应 满足 什么 关系 式 ? 
1.1.5 设 f(z), g(y) 二 次 可 微 , 证 明 w= f(z)g(vy) 满足 方程 
Ou Ou Ou 


“Br0y Ory 
1.1.6 验证 单 值 解析 函数 下 (z) = wu(z,y) 十 iv(z,y) 的 实 部 满足 方程 


Oxu Ou 
Or? Ov? 


= 0, 


其 中 > 一 工 十 1y/. 
1.1.7 验证 函数 u(z,y,z,t) = Far 二 By 十 yz 十 at) 是 波动 方程 


Ou We sf u a Ou 下 人 
Dz2 Oy 8z2 


的 解 2, 其 中 f 为 任意 二 阶 连续 可 微 的 单 变量 函数 ， 实 常数 a.B8.3 满足 a 十 了 十 492 二 1 


1.2 方程 的 导出 及 定 解 条 件 


自然 界 中 许多 物理 问题 都 能 归结 出 微分 方程 .下面 以 芒 振 动 问题 和 热传导 问 
题 为 例 ， det : 
1.2.1 弦 振 动 方 程 及 定 解 条 件 

物理 模型 一 根 长 为 1 的 均匀 细弱 ， 拉 紧 后 让 它 离开 平衡 位 置 ， 在 牌 直 于 弱 的 
外 力作 用 下 作 微 小 横向 振动 ( 即 弦 的 运动 发 生 在 同一 平面 内 ， 且 弱 上 各 点 的 位 移 与 
平 衔 位 置 亚 直 ), 求 不 同时 刻 芒 线 的 形状 . 

弦 的 往返 运动 的 主要 原因 是 张力 的 影响 和 外 力 的 作用 . 苞 在 运动 中 ,各 点 的 位 
移 、 加 速度 、 张 力 等 都 在 不 断 变化 ， 但 它们 遵循 动 基 守恒 定律 ， 物体 在 革 一 时 段 

@ 这 种 形式 的 解 称 为 波动 方程 的 平面 波 解 . 


1.2 方程 的 导出 及 定 解 条 件 “5. 


[ti,t2] 内 的 动 基 的 增 基 等 于 作用 在 该 物体 上 所 有 外 力 在 这 一 时 段 内 产生 的 冲 量 ， 即 


动量 | | 动量 | _ | 所 有 外 力 产生 的 冲 基 
1 一 如 上 一 三 ti<t<t 
下 面 我 们 应 用 这 个 定律 建立 弦 上 各 点 的 位 移 所 满足 的 微分 方程 . 


首先 建立 坐标 系 ,， 取 弦 的 平衡 位 置 为 x 轴 ,， 在 弦 线 运动 的 平面 内 ,以 垂直 于 避 
线 的 平衡 位 置 且 通 过 弦 线 的 一 个 端点 的 直线 为 4 轴 (图 1.2.1). 


图 1.2.1 


记 wu = u(7z,t) 为 弦 线 在 点 zx 处 、 在 时 刻 t 所 发 生 的 位 移 ， 在 弦 上 任意 截取 一 
小 段 弦 [a,0], 考虑 它 在 任意 时 段 [本 ,t2] 内 动量 的 变化 . 
设 p 为 弦 的 线 密度 ， 加 (z, 训 OO 


Di 地 dz, 在 时 段 区 ,加 ] 内 动量 的 


量 为 二 有 
(a ls se | (3 dz. (1) 


为 了 写 出 作用 在 弦 线 [w 尹 上 所 有 垂直 于 弱 线 的 外 力 产生 的 冲 量 ， 我 们 来 分 析 
作用 于 弦 线 [a.9] 上 的 外 力 情况 .事实 上 ， 作 用 在 弦 上 的 外 力 只 有 外 加 强迫 力 和 周 
围 弦 线 通过 端点 x = a、z =b 作用 于 弦 线 [a,0] 上 的 张力 . 

强迫 力 在 时 段 [i,t2] 内 所 产生 的 冲 基 为 


"to b 
} af folz, 1) dz， (1.2.2) 
ti a 


而 作用 在 端点 xz =a 和 z = 点 的 张力 TT。 和 T。, 它们 的 方向 如 图 1.2.1 所 示 ， 它 
们 在 u 轴 方 向 的 分 量 为 


T's < = | Ta | cos(Ta, i) = 一 | Ta | sin CQa， 


诺 


7 “bu = | T, |cos(To, iu) 三 | T, | sin ow,, 
这 里 记 表示 轴 上 的 单位 向 其 ， 由 于 我 们 假设 弦 线 是 均匀 的 ， 弦 作 微 小 横 振 动 ， 
故 可 以 认为 | Ta | = | Ty | ES To( 常 数 )， 且 


|ao| 1, lasl .<< sinQa TtanQa, SG 和 tan Aap, 


6. 第 1 章 典型 定 解 问题 的 提 法 


即 


一 ，. 一 Ou 
—| Ta |sinaa T —| Ta |tanaa = -To 
Ox r=a 
一 ，， 一 刀 ou 
| Ts |sinas | To |tana, = 
Lo 二 一 六 


因此 张力 了 和 Ts 垂直 于 弦 线 的 分 晤 在 时 段 [t1,t2] 内 产生 的 冲 量 为 
[a (1.2.3) 


t2 
[me we)| 


由 动 基 守恒 定律 及 (1.2.1) 、 (1.2.2) 、 (1.2.3) 式 可 得 到 小 段 弦 [a,5] 作 微 小 横 
振动 所 满足 的 方程 为 


b 
f [ee)| ,0%)| ,J 
[mae)|,, Sn - (ne)| a J [ fo dzdt. 


如 果 假 设 v 在 区 域 [0,1] x [0,co) 上 连续 ， 在 区 域 (0,1) x (0, ce) 内 存在 连续 的 二 阶 
偏 导数 ， 则 上 式 可 改写 为 


三 /5 赤 pe ) -ne a 


如 果 假 设 fo 在 区 域 [0,!] x [0,co) 上 连续 ， 由 于 (ww 、 (1,t) 的 任意 性 ， 可 得 v 
适合 的 微分 方程 a 
1 也 
ee 天 人 5 区) = no. 


又 由 于 弱 是 均匀 的 ， 故 p = 常数 ， 因 此 上 式 可 改写 为 


Ou u 
es de 9 
Dr 全 = f(t, (1.2.4) 


其 中 中 一 也 Je 有 一 J 
方程 (1.2.4) 刻画 了 均匀 纺 的 微小 横 振 动 的 一 般 规律 , 我们 称 其 为 缀 振动 方程 
一 根 发 线 特定 的 振动 状况 ， 还 依赖 于 初始 时 刻下 线 的 状态 和 通过 弦 线 的 两 计 
所 受到 的 外 界 的 影响 ， 因 此 ， 为 了 确定 一 个 具体 的 纺 振 动 ， 除 了 列 出 它 满足 的 方程 
以 外 还 必须 给 出 它 适 合 的 初始 条 件 和 边界 条 件 
初始 条 件 给 出 纺 上 各 点 在 初始 时 刻 的 位 移 和 速度 ， 妈 
| u(7z,0) = yp(7), 


Ou 
一 一 < <T 
Dt lo (7) (Og zx<)), 


这 里 p(x), y(z) 为 已 知 函 数 ， 特 别 当 p(x) 三 w(x) 三 0 时 ， 称 初始 条 件 为 齐 次 的 . 


(1.2.5) 


边界 条 件 一 般 说 来 有 三 类 . 
第 一 类 边界 条 件 已 知 弦 线 端点 的 位 移 变化 ， 即 
| u(0, t) 三 (t), 
4 人 长 三 的 国医 呈 由 
特别 地 ， 当 gi(t) = g2(t) 三 0 时， 称 弦 线 两 端 具 有 固定 端点 . 
第 二 类 边界 条 件 已 知 在 弦 线 端点 所 受 垂直 于 弦 线 的 外 力作 用 ， 即 


| a 0 {1.2.7) 
rool (t > 0). 


特别 地 ， 当 gi1(t) = 92(t) 三 0 时， 称 弦 线 具有 自由 端 
第 三 类 边界 条 件 te 与 所 受 外 力作 用 的 一 个 线性 组 合 ， 即 


(1.2.6) 


(-T% + ou) = g1(t), 
Bu ， (1.2.8) 
(元 丰 oou] g2(t) (t > 0), 


其 中 aa > 0、az > 0 分别 表示 弦 线 端点 支承 的 弹性 系数 . 

特别 地 ， 当 gi(t) 三 g2(t) 三 0 表示 gr 

上 述 三 类 边界 条 件 中 ，g1(t)、gz(t) 为 已 知 函 数 ， 当 gi(t) = gz2(t) 三 0 时， 称 对 
应 的 边界 条 件 为 齐 次 的 . 

通常 把 初始 条 件 和 边界 条 件 统称 为 定 解 条 件 . 描述 初始 时 刻 物理 状态 的 定 解 条 
件 称 为 初始 条 件 或 初 值 条 件 ， 描 述 边界 上 物理 状态 的 定 解 条 件 称 为 边界 条 件 或 边 
值 条 件 ， 一 个 方程 和 与 之 相应 的 定 解 条 件 就 构成 定 解 问题 

在 区 域 {(z,t) 10 < xz < 1,t>0} 上， 由 方程 (1.2.4) 、 初始 条 件 (1.2.5) 以 及 边 
界 条 件 (1.2.6) 、(1.2.7) 、 (1.2.8) 中 间 的 任意 一 个 组 成 的 定 解 问题 ， 称 为 弦 振 动 方 
程 的 混合 问题 . 


例 1.2.1 对 两 端 固定 有 界 弦 的 受 迫 振 动 ， 其 混合 问题 为 


Ou 20 u 

B= Brz + f(%, t), 0<z<!/,t>0, 

凤 (0, 共 三 0， 忆 (人 夫 三 由 去 过， 

2(Z,0) 三 (7Z)， J =w(r), O<z<l. 
Of t=0 


如 果 对 于 弦 上 的 某 一 段 , 在 所 考虑 的 时 间 内 ， 弦 线 端点 的 影响 可 以 忽略 不 计 ， 
那么 可 以 认为 纺 长 是 无 限 的 ( 即 -oo < x < +o0), 这 样 就 不 必 考 虑 边界 条 件 . 我 们 
把 在 区 域 {lz, 间 | -oo <z < +o0, t >> 0} 上 ， 由 方程 (1.2.4) 和 初始 条 件 (1.2.5) 组 
成 的 定 解 问题 称 为 弦 振 动 方程 的 初 值 问题 或 Cauchy 问题 . 


.8 . 第 1 章 典型 定 解 问题 的 提 法 


例 1.2.2 对 无 限 长 弦 的 自由 振动 ， 其 初 值 问题 为 
| =a? a —00<TX<+o%,+t>0, 


Ot? Or2 
Ou | 
u(x; 0) = 万 (了 为 和 w(x). 


类 似 地 可 以 给 出 关于 弦 振 动 方程 半 无 界 问题 的 定义 . 


例 1.2.3 半 无 限 长 弦 的 受 迫 振动 ， 其 混合 问题 为 
Ou 


Br 
六 (0; 二 0; $0, 


(zx,t), 0<z<+o0,+t>0, 


(£0) = (3), | =V(z), 0<Zz<+o0. 


方程 (1.2.4) 虽然 称 为 弦 振 动 方程 ， 但 绝 不 仅仅 用 来 描述 续 的 机 振动 事实 上 ， 
在 工程 和 物理 中 ， 许 多 由 物体 的 振动 产生 的 波 的 传播 问题 同样 可 以 用 方程 (1.2.4) 
来 刻画 ， 因 此 方程 (1.2.4) 一 般 也 称 为 一 维 波动 方程 . 


例 1.2.4* 一 根 长 为 1! 的 弹性 细 杆 ， 因 外 力 而 产生 纵向 振动 ， 假 设 振动 过 程 服 
从 R.Hooke 定律 ， 试 推导 弹性 杆 所 满足 的 微分 方程 . 


解 将 弹性 细 杆 横 放 在 x 轴 上 ， 选 取 坐 标 系 如 图 1.2.2. 用 S(x) 表示 弹性 细 杆 
在 点 x 处 的 横 截 面 ， 又 表示 该 横 截 面 的 面积 . 假设 在 S(x) 面 上 , 杆 是 均匀 的 ， 其 密 
度 记 为 p(z), 在 S(z) 面 上 每 一 点 所 受 力 与 位 移 都 是 相同 的 ， 张 力 密度 记 为 o( 
方向 平行 于 z 轴 ， 外 力 密度 记 为 F(z,1), 方向 平行 于 x 轴 ， 用 w(x,t) 表示 在 点 x 
处 的 横 截 面 S(z) 在 时 刻 +t 、 沿 平行 于 x 轴 方 向 的 位 移 ， 并 且 假设 u(x.1) 关于 变量 
z 及 二 阶 连续 可 微 . 


下 面 在 假设 振动 过 程 中 所 发 生 的 应 力 服 从 R.Hooke 定律 的 条 件 下 推导 方程 . 
任 取 杆 的 一 小 段 [z,z 十 Ax], 记 为 4B (图 1.2.2). 在 时 刻 t+, 小段 4B 端点 的 坐 
标 分 别 为 z+ulzbz+Az+uz+Ach, 于 是 小 段 .4B 平均 伸 长 率 为 
[z+ Az+u(z+Az,t) zou,t) -Ar urt Az,t) 一 wz， 村 
Ar Ar 


在 上 式 中 ， 令 Az -0, 得 到 点 x 处 模 截 面 S(z) 的 伸 长 率 为 ee 
化 
由 R.Hooke 定律 ， 在 5(z) 上 单位 面积 因 形 变 引 起 的 弹性 应 力 为 
(i) 页 国人 
其 中 已 (z) 为 杨 氏 模 量 ( 因 在 S(z) 上 杆 是 均匀 的 ， 故 杨 氏 模 量 只 与 x 有 关 ). 因此 小 
段 4B 所 受 的 应 力 为 


A[S(z)o(z)] = S(t + Az)o(z + Az) — S(z)o(7), 
小 段 4B 所 受 的 外 力 为 


Z 十 Ar 
F(t (sds 


I 


假设 小 段 4B 的 质心 为 元 则 质心 加 速度 为 
O2u(z,t) 
5 
于 是 由 牛顿 定律 可 知 ， 小 段 4B 上 力 的 平衡 方程 为 
2 (元 Z 十 Arz 
2 2 WS de = Alstojoeol+ / p(w, DB(v)ds,. 
假设 S(z) 及 o(z) 是 一 阶 连续 可 微 的 ，F(z,t) 及 p(z) 连续 ， 在 上 式 中 应 用 中 
值 定理 ， 两 边 除 以 Az, 并 令 Az 一 0, 得 


(T&T<ZI+AZ), 


2 
p(s)S(n) SE = [Sa)B(a) | + F(z,t)S(e) 
如 果 S(z) 三 常数 ， 则 可 得 
Ou 0 Ou 
pz 3 = 3 [EF] + Fe 
再 如 果 弹 性 细 杆 是 均匀 的 ， 即 p(z) = 常数 ， 且 BE(z) = 常数 ， 则 可 得 
Ou ,20 u 
= 有 + f(z,t), (1.2.9) 
其 中 
a? = ， F(t) = i 


p 
显然 方程 (1.2.9) 与 方程 (1.2.4) 有 相同 的 形式 . 
注 1.2.1 如 果 我 们 考虑 的 是 膜 的 振动 或 者 声波 在 空气 中 的 传播 ， 用 来 描述 这 些 
二 维和 三 维 波动 现象 的 微分 方程 仍然 具有 和 方程 (1.2.4) 相似 的 形式 


Ou 
Bz = a Au = 二 f, (1.2.10) 


.10 ， 第 1 章 典型 定 解 问 题 的 提 法 


人 8 妆 邵 O07 
A= DF = 
是 Laplace 算 子 ，7 是 空间 维 数 ， 通常 方程 (1.2.10) 称 为 n 维 波动 方程 . 


例 1.2.5* 一 块 均匀 张 紧 的 薄膜 ， 它 的 静止 状态 在 水 平 位 置 zxOy 平面 内 . 假设 
膜 在 外 力作 用 下 而 产生 上 下 方向 的 振动 ， 并 设 在 振动 时 膜 的 弯曲 是 极 微小 的 .用 
4 二 u(z,y,t) 表示 膜 上 点 (x,y) 在 时 刻 t 的 位 置 偏 黎 ， 假 设 振 动 过 程 服从 R.Hooke 
定律 ， 试 推导 满足 的 微分 方程 . 


解 选取 坐标 系 如 图 1.2.3. 用 
p(z,y) 表示 膜 的 密度 ，T(x,y,t) 表 
示 张 力 线 密 度 ，F(zx,y,t) 表示 外 力 
密度 的 模 ， 方 向 垂直 于 zOy 面 . 

下 面 在 假设 振动 过 程 中 所 发 
生 的 张力 服从 R.Hooke 定律 的 条 
件 下 推导 方程 . 

在 薄膜 上 任 取 一 个 小 微 元 面 
只， 记 为 人 (图 1.2.3), 它 在 zOy 
平面 上 的 投影 为 2. 为 了 写 出 作用 
于 这 小 块 人 面积 上 的 力 在 垂直 方向 的 分 力 ， 首 先 求 作用 在 A 上 的 张力 . 

设 入 为 人 的 边界 , 它 在 zOy 平面 的 投影 为 卫 . 以 e 表示 入 的 切线 方向 ，s 表 
示 A 的 法 线 方向 ，v 表示 了 的 切线 方向 ，n 表示 卫 的 法 线 方向 ， 因 此 张力 线 密 
度 工 (zx,y,t) 的 方向 与 e x s 的 方向 一 致 . 


因为 薄膜 的 弯曲 极为 微小 所 以 污 ， 字 很 小 可 以 把 党， 字 的 高 阶 项 忽略 


不 计 ， 于 是 可 以 推 得 (过 程 略 ) 张力 线 密度 的 机 (zy 可 近似 地 看 作 是 与 时 间 
及 位 置 无 关 的 常量 ， 即 IT(z, 沁 可 = To (常数 ). 
由 于 在 时 刻 t, 小 曲面 人 的 方程 可 视 为 4 = u(z,y,t), 故 有 


SN (- 人 -= 呈 让 


1.2.3 


而 @ 与 v 可 视 为 平行 向 最 ， 故 有 


u 9 
eo (cos(z, v), cos(y,v), 2 = (- cos(y, n), cos(r, nn), | 


从 而 exs 在 轴 上 的 分 量 为 


Ou Ou Ou 
(ex s)u = 二 Cos) + COs(Y,N) = oOo, 
Oz Oy On 


1.2 方程 的 导出 及 定 解 条 件 11. 


因此 张力 线 密度 在 垂直 方向 的 分 其 为 


Ou Ou Ou 
Tg yd) To 一 70 [元 cos(Z,n)+ 页 Cos(2/， n)| 5 


而 沿 着 曲线 入, 张力 的 合力 在 垂直 方向 的 分 其 为 
由 To ds = / no | cos(Z,n) 十 osly, 站 | ds 


男 一 方面 ， 在 曲面 A 上 ， 注 膜 所 受 外 力 的 合力 (合力 的 模 ) 为 


[fr t)dzdy, 
让 


oO2 
sl p29) Bz dy, 
2 
根据 牛顿 第 二 定律 可 得 
. 本 机 
| no / ed 一 Wb 3 dzdy = 0. 
eg 利用 Green 公式 可 得 


人 O21 
J/ (Rw + 5 EE) + Fyt) ple) Fdrdy =0. 


惯性 力 (惯性 力 的 模 ) 为 


由 A 的 任意 性 及 被 积 函数 的 连续 性 ， 可 得 膜 的 振动 方程 为 


a 1 
当 p 为 常数 时 ， 记 = —: f(z,y,t) = i X,Yy,t), 就 得 到 
/ 


Ou /Ou Ou 
32 =° (B+ D7) + Jr 
对 于 方程 (1.2.10) 同样 可 以 提 混 合 问题 和 初 值 问题 
设 2 是 R"* 中 的 有 界 区 域 ， 98 是 8 的 边界 ，@ = Qx (0, 二 oo) 是 R" x [0, 十 co) 
中 的 一 个 柱 体 ， 史 = 590 x [0,+oeo) 是 柱 体 8 的 侧 表面 . 
n 维 波 动 方程 的 混合 问题 就 是 在 Q 上 定义 一 个 函数 岂 使 它 在 柱 体 Q 内 适合 
方程 (1.2.10), 在 柱 体 的 下 底 £4 x {0} 适合 初始 条 件 
hg pe i (1.2.11) 
Ou = WB nn) (Tis Zn € {2. 
Ot lt1=0 3 Se 
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在 柱 体 的 侧 表面 5 上 适合 边界 条 件 


ulz = g(T1, ,Tn,t) (1.2.12) 
或 
Ou 
= 一 | ol L113 
Bn |s g(z1, ,Tns t) ( ) 
或 
u 
(元 + ou) = g(r ,Thnst), (1.2.14) 
On 


这 里 4 表示 沿边 界 99 的 外 法 线 方向 n 的 方向 导数 ，a > 0 为 常数 
n 维 波动 方程 的 初 值 问题 就 是 在 R" x [0, +o0) 上 定义 一 个 函数 使 它 在 区 域 


”x (0, 十 co) 内 适合 方程 (1.2.10), 而 在 t= 0 时 适合 初始 条 件 (1.2.11). 
0? 


注 1.2.2 考虑 膜 在 外 力作 用 下 处 于 平衡 状态 时 的 形状 ， 这 时 惯性 力 055 = 0， 
从 而 可 得 到 膜 上 各 点 位 移 满足 的 方程 
-a Au = f(zx1, £2), (1.2.15) 


非 齐 次 方程 (1.2.15) 称 为 Poisson 方程 ， 如 果 f = 0, 则 称 其 为 Laplace 方程 ,习惯 
上 将 Laplace 方程 的 解 称 为 调和 函数 . 

从 物理 学 上 讲 ， 为 了 具体 确定 一 张 特定 的 薄膜 的 形状 ， 除 方程 (1.2.15) 以 外 ， 
还 需要 考虑 膜 的 边界 所 处 的 条 件 , 即 它 还 要 适合 边界 条 件 (1.2.12) 一 (1.2.14) 中 的 任 
意 一 个 . 边界 条 件 (1.2.12) 、 (1.2.13) 、 (1.2.14) 依次 称 为 第 一 类 、 第 二 类 、 第 三 
类 边界 条 件 ， 方 程 (1.2.15) 和 边界 条 件 (1.2.12) 、 (1.2.13) 、 (1.2.14) 中 的 任意 一 
个 组 成 的 定 解 问题 称 为 边 值 问 题 . 根据 边 值 问题 所 带 有 边界 条 件 的 类 别 ， 依 次 称 这 
些 定 解 问 题 为 第 一 、 第 二 、 第 三 边 值 问题 ; 通常 把 第 一 、 第 二 、 第 三 边 值 问题 分 别 
称 为 方程 (1.2.15) 的 Dirichlet 问题 、 Neumann 问题 、 Robin 问题 . 
1.2.2 ”热传导 方程 及 定 解 条 件 


当 一 个 导热 物体 内 各 处 的 温度 不 相同 时 ,， 热 基 就 要 从 高 温 处 向 低温 处 传递 ,这 
种 现象 称 为 “热传导 ”， 凡是 要 考虑 温度 变化 影响 的 工程 问题 和 物理 问题 ， 都 需要 
研究 有 关 的 热传导 方程 . 

物理 模型 

在 三 维 空间 中 ,考虑 一 个 均匀 、 各 向 同性 的 物体 ,假定 它 内 部 有 热源 ， 并 且 与 
周围 介质 有 热 交 换 ， 求 物体 内 部 温度 分 布 函 数 所 满足 的 微分 方程 . 

物体 内 部 由 于 各 部 分 温度 不 同 , 产生 热量 的 传递 ,它们 遵循 能 其 守恒 定律 : 物 
体内 部 热 基 的 增加 等 于 通过 物体 的 边界 流入 的 热 基 与 由 物体 内 部 热源 所 产生 的 热 
量 的 总 和 ， 即 


1.2 方程 的 导出 及 定 解 条 件 “13. 


热量 | | 热 其 | _ | 通过 边界 的 流入 量 | ，| 热源 的 生成 基 
= t 三 四 ti<t<tit» ti<t<t» 
设 物体 所 占 的 空间 区 域 为 2, 温度 分 布 函 数 为 4 = wz 四， 
在 物体 2 内 任意 截取 一 块 小 微 元 体 D, 任 取 时 段 折 , 刀 ， 则 由 传 热学 中 的 


Fourier 热传导 定律 可 知 ， 在 一 定 条 件 下 ， 热 流向 量 与 温度 梯度 成 正比 


Ou Ou Ou 
= —kgradw = -=k( 字 页 ， 二 


这 里 负 号 表示 热 基 是 由 高 温 向 低温 流动 ，K 是 物体 的 导热 系数 . 因而 在 dt 时 段 内 
通过 D 的 边界 9D 上 小 块 曲面 dS 的 外 法 线 方向 n 进入 区 域 D 的 热量 为 dQ, 即 


d@ = —g :ndsdt= i dSdt, 
On 


是 从 时 刻 1 到 tb 通过 9D 流 进 D 中 的 全 部 热量 为 


| a /fx dS. (1.2.16) 
aD 
另 一 方面 ， 在 时 间 间 隔 [t,t2] 内 ， 由 于 温度 从 省， 变 到 w|i, 区 域 D 所 吸 
收 的 热量 为 有 
{feel — ulit | drdydz, (1:2:.17) 
“DD 
而 在 [ ,如 ] 时 间 间 隔 内 ， 物 体 D 内 部 热源 生成 的 热 晤 为 


t2 ， 
/ sf ont nd rds (1.2.18) 
Jti 


是 由 能 基 守 恒定 律 及 (1.2.16) 、 (1.2.17) 、 (1.2.18) 式 可 得 


a tt — Uli= | ] dzdydz = = [ /fpsas+ afffon dizdydz. 
四 . 


假设 v 在 柱 体 2 x (0,+%) 内 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 由 Gauss 公式 可 得 


人 0 dzdydz 
ke) Ou 0 7 8 
大 一 一 dzdydz. 
= afff 与 元 人 ( | Oz | +p 用 | Se 


ee 
页 x [0, +oo) 内 连续 ， 由 [ti, 刀 ] 及 D 的 任意 性 得 


Ou /Ou Ou Ou (1.2.19) 
各 人 A 
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其 中 


ee i lt) 
cp c 
当 f > 0 时 表示 有 热源 ， 当 f < 0 时 表示 有 热 汇 . 方程 (1.2.19) 称 为 热传导 方程 . 
各 果 物体 内 部 的 扑 源 以 及 它 和 外 田 的 热 交 换 与 时 间 无 关 ， 这 样 在 相当 长 时 间 
以 后 物体 内 部 的 温度 渐 趋 于 稳定 ， 即 7 = 0, 从 而 温度 场 u(x,y, 2) 与 时 间 无 关 ， 
由 (1.2.19) 推 得 它 适 合 方程 
2 .Ou Ou Ou 
Or 8 022 
为 了 具体 确定 物体 内 部 的 温度 分 布 ， 还 需要 知道 物体 内 部 的 初始 温度 分 布 以 
及 通过 物体 的 边界 所 受 的 周围 介质 的 影响 ， 即 定 解 条 件 . 
初始 条 件 已 知 在 初始 时 刻 上 = 0 的 温度 分 布 ， 即 
u(x,Yy,2,0) = p(x,y,2), (ry,z2) € 2, (1.2.20) 
这 里 p(x,y,z) 为 已 知 函 数 ， 
边界 条 件 一 般 分 为 三 类 . 
第 一 类 边界 条 件 已 知 边界 902 上 的 温度 分 布 ， 
ul =09(T;Y; gt), (2 2) 


其 中 民 = 08 x [0,+co). 特别 当 9 三 常数 时 ， 表 示 物 体 的 边界 保持 恒温 . 
第 二 类 边界 条 件 已 知 通过 边界 0 的 热流 量 ， 即 
ro |, 
“hs 
其 中 双 为 98 的 外 法 线 方向 . 当 9 > 0 时， 表示 流入 ; 当 g < 0 时， 表示 流出 ; 特 
别 当 9 三 0 时， 表示 物体 绝热 . 
第 三 类 边界 条 件 已 知 通过 边界 902 与 周围 介质 有 热 交换 ， 即 
.0 


Re— 一 QA0(lg90 CO—u 
-mje ol(go —u) 


(2 十 ou] g(r,y,2,t)|s, (1:2.23) 
其 中 go 表示 周围 介质 温度 ， oo 表示 热 交 换 系数 ，o = 了 > 0. 这 里 gr 人 
为 已 知 函数 ， 
为 了 具体 确定 物体 的 温度 场 ， 需 要 求解 热传导 方程 的 某 一 特定 的 定 解 问题 
没 @ 是 RR 中 的 有 界 区 域 , 在 柱 体 页 x [0,+o0) 上 ,由 方程 (1.2.19) 、 初 始 条 件 
(1.2.20) 和 边界 条 件 (1.2.21) 一 (1.2.23) 中 的 任意 一 个 组 成 的 定 解 问题 称 为 热传导 方 
程 的 混合 问题 


= gL, Y, 2, 2), (1.2.22) 


或 


1.2 方程 的 导出 及 定 解 条 件 " 15- 


例 1.2.6 对 区 域 2 内 含有 热源 ， 并 且 上 下 底 为 绝热 的 薄板 的 温度 分 布 ， 其 泥 
合 问题 为 
Ou 2/Oxu O22 
Bd: 人 Ovy? 
u(Z,Y, 0) = p(T,Y), (zx,Y) € 人， 
u(z,Y,t) = g(7,Yy,t), (x,y,t) € 2 = 0 x [0,+00). 
耕三 Rs, 在 上 半空 间 R3 x [0,+oo) 上 ， 由 方程 (1.2.19) 和 初始 条 件 (1.2.20) 
组 成 的 定 解 问题 称 为 热传导 的 初 值 问题 . 


例 1.2.7 对 侧 表面 绝热 的 无 限 长 细 杆 的 温度 分 布 ， 其 初 值 问题 为 


) + f(x,y,t), (rz,y)€ 1,t>0, 


Ou ,02 
| 到 了 2 十 ja， rER,+t>)0, 
u(x,0) = p(z), z €R. 


类 似 地 ， 我 们 可 以 给 出 关于 热传导 方程 半 无 界 问 题 的 定义 . 


例 1.2.8 对 侧 表面 绝热 的 半 无 限 长 的 无 热源 细 杆 的 温度 分 布 ， 其 混合 问题 为 
2 
不 0<z<+o,+t>0, 
u(z,0) = (x), 0 <Z<+o%, 
u(0,t) =0, +t 0. 
方程 (1.2.19) 虽然 通常 被 称 为 热传导 方程 ， 但 绝 不 只 用 来 表示 热传导 现象 . 
事实 上 ， 自 然 界 还 有 许多 现象 同样 可 用 方程 (1.2.19) 来 刻画 ， 例 如， 溶质 在 扩散 
过 程 中 ， 溶 液 中 各 点 的 浓度 函数 u(z,y,z,t) 也 满足 方程 (1.2.19). 因此 通常 把 方程 
(1.2.19) 称 为 扩散 方程 ， 而 -o Au 称 为 扩散 项 . 
注 1.2.3 对 某 些 三 维 问题 ， 如 果 根 据 问 题 的 某 些 性 质 ， 适 当选 取 坐标 系 ， 可 以 
化 为 或 近似 地 化 为 一 维 或 二 维 问 题 来 处 理 . 
例 1.2.9 如 果 物 体 可 看 成 一 根 细 杆 ， 它 的 侧 表面 绝热 ， 它 与 周围 介质 的 热 交 
换 只 在 杆 的 两 端 = 0、z = 1 进行 如 果 在 任意 一 个 与 杆 的 轴线 垂直 的 截面 上 ， 初 
始 温度 和 热源 强度 的 变化 很 小 ， 那 么 我 们 可 以 近似 地 认为 杆 上 温度 分 布 只 依赖 于 
截面 的 位 置 ， 因 此 如 果 取 杆 的 轴线 为 > 轴 ， 那 么 方程 (1.2.19) 可 写 为 
1 2 
wo 写 f(z,t), 
通常 将 此 方程 称 为 一 维 热传导 方程 . 
例 1.2.10 考虑 一 半径 为 R 的 球体 , 它 通 过 球 表面 与 周围 介质 有 热 交换 . 如 采 
在 球面 上 所 有 各 点 所 受 周 围 介质 的 影响 都 相同 ， 且 球 内 任意 一 点 的 初始 温度 和 热 
源 强度 只 依赖 于 它 到 球 心 的 距离 而 与 它 的 方位 无 关 ， 那 么 如 果 选 取 以 球 心 为 坐标 
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原点 ， 并 引进 球 坐标 系 ， 从 而 球 内 的 温度 分 布 函数 ul7,t) 适合 方程 


Ou Ou 20u 
ot oe I | = Flr, (1.2.24) 


称 (1.2.24) 为 球 对 称 问 题 的 热传导 方程 . 


习题 1.2 


1.2.1 设 均匀 而 柔软 的 重 弦 其 上 端 固定 ， 下 端 自由 ， 试 推导 弦 关 于 铅 直 平 衔 位 置 的 微小 横 振 
动 所 满足 的 微分 方程 . 

1.2.2 试 推导 圆锥 形 枢 轴 在 纵 振 动 过 程 中 满足 的 微分 方程 . 

1.2.3 奏 (混凝土 ) 内 部 储藏 着 热量 ， 称 为 水 化 热 ， 它 在 浇筑 后 逐渐 放出 ， 放 热 速 度 和 它 所 
储藏 的 水 化 热 成 正比 . 以 Q(t) 表示 它 在 单位 体积 中 所 储 的 热量 ， 则 5 一 -Do, Q(0) = Wo. 
其 中 BF 为 常数 ，Qo 为 已 知 ， 假设 雁 的 比 热 为 c, 密度 为 p， 热传导 系数 为 A, 求 它 在 浇筑 后 的 温 
度 函 数 4 满足 的 微分 方程 . 

1.2.4 一 均匀 细 杆 直径 为 RR, 假定 它 在 同一 截面 上 的 温度 相同 ， 杆 的 表面 绝热 ， 试 推导 其 温 
度 函 数 以 满足 的 方程 . 

1.2.5 有 一 溶质 在 溶液 中 扩散 ， 它 在 溶液 中 各 点 的 浓度 用 u(x,y,z,t) 表示 ， 求 溶质 在 扩散 
过 程 中 浓度 v 所 满足 的 微分 方程 . 

1.2.6 一 根 长 为 ! 的 弦 ， 其 左 端 固定 ， 右 端 以 u(t) 的 规律 运动 . 试 写 出 其 边界 条 件 . 

1.2.7 一 均匀 细 杆 侧面 绝热 ， 两 端点 x = 二 0 及 x = 二 1 均 自由 冷却 ， 即 杆 端 和 周围 介质 (两 端 
介质 温度 分 别 为 Qi 及 Q2) 按 Newton 实验 定律 交换 热量 ， 试 写 出 其 边界 条 件 . 

1.2.8 弹性 细 杆 的 一 端 刚性 地 固定 着 ,而 另 一 端 则 受到 与 速度 成 正比 的 阻力 的 作用 , 试 写 出 
此 杆 的 微小 纵 振动 所 满足 的 混合 问题 . 

1.2.9 试 写 出 以 下 定 解 问题 : 

(1) 窍 形 区 域 {(x,y) 10< x <a,0<wvy<<b} 上 膜 的 自由 振动 ， 设 初始 位 移 为 p(x,vy), 初 
始 速度 为 y(z,y), 膜 在 边界 上 被 固定 . 

(2) 球形 区 域 {(z,y,z) | x 十 洲 十 2 < 民 } 内 含 热源 强度 为 f(x,y,z,t) 的 热传导 过 程 ， 
设 初始 温度 为 p(x,y,z), 边界 上 与 外 界 有 热量 交换 ， 外 界 温度 为 20°C. 

(3) 圆 环形 区 域 {(x,y) | 于 和 巡 十 妇 世 天) 内 的 稳 态 温度 分 布 满足 Laplace 方程 ， 对 它 
可 以 提 哪 些 定 解 问题 ? 试 写 出 一 服 形 式 
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前 面 两 节 建 立 了 几 个 偏 微分 方程 及 相应 的 定 解 问题 ， 这 些 定 解 问题 的 提 法 是 
不 同 的 .对 于 波动 方程 和 热传导 方程 应 该 提 混 合 问题 和 初 值 问题 ， 而 对 于 Poisson 


1.3 定 解 问题 的 适 定性 1 


方程 应 该 提 边 值 问题 这样 提 定 解 问题 从 物理 上 讲 是 合理 的 ， 人 们 自然 要 问 ， “这 
样 提 定 解 问题 在 数学 上 是 否 也 是 正确 的 呢 ? ”这 里 提 到 的 “ 提 法 正确 ”在 数学 上 的 
含义 应 该 是 什么 ? 为 此 ， 人 们 提出 了 一 些 标准 ， 称 为 定 解 问题 的 适 定性 . 适 定 的 定 
解 问题 必须 满足 下 面 的 三 条 : 

(1) 解 的 存在 性 ， 即 所 给 定 解 问题 至 少 有 一 个 解 ; 

(2) 解 的 唯一 性 ， 即 所 给 定 解 问题 至 多 有 一 个 解 ; 

(3) 解 的 稳定 性 ， 即 所 给 定 解 问题 的 解 连续 依赖 于 定 解 条 件 . 

一 个 连续 函数 ,如 果 具 有 某 偏 微分 方程 中 出 现 的 各 阶 连续 偏 导数 ， 且 代入 方程 
后 能 使 它 变 成 恒等式 ， 则 该 函数 称 为 方程 的 古典 解 ; 如 果 该 函数 无 穷 次 可 微 ， 则 称 
其 为 光滑 解 ; 进一步 ， 若 该 函数 可 以 展开 成 收敛 震级 数 ， 则 称 其 为 解析 解 . 当然 ， 
光滑 解 和 解析 解 都 是 古典 解 ， 另 一 方面 ,由 于 理论 上 的 需要 ， 我们 有 时 也 需要 研究 
比 古 典 解 更 弱 的 解 ( 称 为 弱 解 或 形式 解 ). 本 课程 我 们 主要 研究 古典 解 . 

在 古典 解 的 意义 下 研究 解 的 存在 性 问题 ， 就 是 在 相应 的 区 域 上 寻找 这 样 一 个 
有 具有 上 述 光 滑 性 的 函数 ,使 它 满足 方程 和 定 解 条 件 . 当然 解 的 概念 还 将 随 着 问题 性 
质 的 变化 和 需要 作 必 要 的 扩充 , 故 解 的 存在 性 问题 依赖 于 按照 什么 意义 来 定义 解 . 

因为 定 解 数据 (如 初 值 、 边 值 和 方程 的 非 齐 次 项 等 ) 一 般 都 是 通过 实际 测量 得 
到 的 ， 它 不 可 能 绝对 正确 ， 所 以 人 们 自然 关心 对 于 定 解数 据 的 微小 差异 是 否 会 引 
起 解 的 完全 失真 ， 这 就 是 解 的 稳定 性 ， 即 解 是 否 连续 依赖 于 定 解 数据 , 这 里 所 说 的 
“连续 依赖 ” 指 的 是 定 解 条 件 作 微小 变化 时 , 方程 的 解 也 作 微 小 的 变化 ,在 稳定 性 
概念 中 ,怎样 才 算 是 “微小 ”的 , 需要 进一步 说 明 . 下 面 引 入 线性 赋 范 空间 的 概念 . 

定义 1.3.1 设 函 数 集合 9 按照 函数 的 线性 运算 ， 即 

(a1fi + a2f2)(7) = al 万 (z) +ao 户 (7) (fi, f2 € 9, a1,02 € R) 


构成 线性 空间 .如 果 对 VY fe 9, 都 有 唯一 一 个 非 负 的 实数 | 与 它 对 应 ， 且 满足 

(1) fi 宕 0, INI=0 当 且 仅 当 了 三 0; 

(2) 车 fe9,a eR, 则 lafll = |alllfl; 

(3) 若 及 、f2€9, 则 i+ fz 上 < 二 由 zl. 
此 时 ， 称 (9,|| :|) 为 线性 赋 范 空间 ， | 称 为 f 的 范 数 或 模 . 

对 于 一 个 函数 集合 ， 如 果 按 照 菜 种 方式 引入 了 “ 范 数 ”"， 也 就 是 规定 了 度 基 ， 
则 || 有 i 一 户 || 的 大 小 表示 在 这 个 度量 意义 下 fi 与 fo 的 接近 程度 .为 此 给 出 常用 的 
最 大 值 模 与 平均 值 模 的 概念 . 

定义 1.3.2 设 C( 人 ) 为 定义 在 有 界 闭 区 域 2 上 所 有 连续 函数 构成 的 集合 ， 对 
于 gE C(8), 称 sup lg(P)| 为 g 在 1 上 的 最 大 值 模 ， 记 为 


llollcvo) = sup lg(P). 
PE 
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定义 1.3.3 设 Ls(0) 为 定义 在 有 界 闭 区 域 2 上 所 有 平方 可 积 函数 构成 的 集 
合 . 对 于 ge Da(2 A iap| 为 在 9 上 的 平均 仁 记 为 


il = | [opal] 
12 


有 了 线性 赋 范 空间 的 概念 ， 我 们 可 以 确切 地 给 出 解 的 稳定 性 的 定义 


定义 1.3.4 设 8 C BR" 是 有 界 区 域 ， (UU, llu) 与 (9, 由: lle) 分 别 是 由 定义 在 
有 界 闭 区 域 8 上 所 有 函数 构成 的 线性 赋 范 空间 ， 对 于 混合 问题 


2 ozAu= fot), wen,t>0, 
I Ou i en 
Wo = %(Z)， lo wr), TEN, 


tls = g(z,t), (7z,t) € 2 = 0 x [0,+0%). 
如 果 ypi, wi €E 9 (i = 1,2) 以 及 相应 于 定 解 问题 (I ) 的 解 u; EeE YU (i = 1,2) 满足 : 
对 任意 的 < > 0, 存在 6 > 0, 当 
ea 3 el|。 < 0， | — Wi | < 0， 
有 
lo 一 加 | < 8 

则 称 定 解 问题 (1 ) 的 解 在 范 数 | .lx 意义 下 对 初 值 是 连续 依赖 的 ， 通 常 也 称 为 解 
在 范 数 lu 意义 下 对 初 值 是 稳定 的 . 

类 似 地 可 以 定义 混合 问题 的 解 对 边 值 g 和 对 方程 的 非 齐 次 项 f 的 连续 依赖 性 . 

解 的 稳定 ee zs 间 相 联系 . 确切 地 说 , 解 的 稳定 
性 问题 就 是 研究 定 解 问 题 在 给 空间 内 ， 当 定 解 条 件 按照 某 种 “ 范 数 ”任意 小 
时 ， 对 应 的 解 在 给 定 函 数 空 | “ 范 数 ” 是 否 也 可 以 任意 小 . 当然 对 于 不 
同 的 函数 空间 “ 范 数 ” 是 不 同 的 ， 下 面 以 混合 问题 (了 ) 为 例 ， 说 明 在 最 大 值 模 和 
平均 值 模 意义 下 的 稳定 性 的 概念 . 

定义 1.3.5 在 混合 问题 (1 ) 中 , 假设 初 值 函 数 p(z)，w(z) 变 为 pi (ry) nl( 
边 值 函数 g(7x,t) 变 为 gi (zx, 人 )， We ut 变 为 i (x,t+). 

(1) 如 果 对 Ve>0 及 VT>0, 存 在 6>0, 当 


le- eic ) < wow | oe, <5 |g— 9 | egowton) < 


有 
lw 一 | < 


则 称 定 解 问题 (1) 的 解 在 最 大 值 模 意义 下 是 稳定 的 . 
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2) 如 果 对 Ye >0 及 YT >0, 存 在 6>0, 当 
Jp -pin <6 ly -wl <5 lg— gi, onxiomy < 


有 


| = erie < 


则 称 定 解 问题 ( I ) 的 解 在 平均 值 模 意 义 下 是 稳定 的 . 


由 此 可 知 ， 对 于 偏 微分 方程 的 研究 ， 是 由 实际 需要 所 提出 的 ， 所 以 偏 微 分 方程 
研究 的 重点 ， 应 该 放 在 实际 提出 的 定 解 问题 上 . 对 定 解 问题 的 研究 ， 即 研究 它 的 适 
定性 问题 ,一般 分 为 三 个 步骤 : 首先 根据 已 给 定 的 方程 和 定 解 条 件 求 出 解 应 有 的 形 
式 ， 这 是 分 析 ; 其 次 要 证 明 求 得 的 形式 解 是 方程 的 解 ， 并 且 满 足 定 解 条 件 ， 这 是 综 
合 ， 即 解 的 存在 性 ， 最 后 还 要 考虑 解 的 唯一 性 和 稳定 性 . 

最 后 必须 指出 : 有 一 些 由 实际 问题 提出 的 定 解 问题 在 通常 意义 下 并 不 稳定 ,下 
面 给 出 不 适 定 问题 的 例子 . 

例 1.3.1 弱 振 动 方程 

Ou 024 


ob br2 
的 第 一 边 值 问题 是 不 适 定 的 . 
解 设 u(x,t) 关于 变量 x 及 t+ 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 引 进 自 变量 变换 


咱 一 > 一 一 一 1 一 一 1 
则 由 豆 = 一 |， Bz 可 得 
Ou Ou e Ou Ou Ou 
Or Of On Ot Of On 
从 而 由 


Ou Ou 了 Ou Ou Ou 到 Ou Ou 二 Ou 
Or OE2 10 Om Of? 962 Onoé Om 


可 得 
Ou 
16c 
下 面 在 区 域 {(€,n) 10 <<a,0<n< 中 上 求解 第 一 边 值 问题 
O21 
一 a Y b, 
Poe 0, 0<é€<a,0<7n< 
(1) u(é,0) = g1(é), u(é,b) = 92(£), 0g é€ &a, 


u(0,n) = g3(n), vu(a,n) = 94(7), 0<n sb, 
其 中 g; (i = 1,2,3,4) 为 已 知 的 充分 光滑 函数 . 
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为 保证 边界 条 件 连续 ， 再 加 上 相 容 性 条 件 
91(0) = g3(0), g2(a) = ga(0), gi(a) = g4(0). g2(0) = 93(0). 
容易 验证 ， ) 中 的 方程 有 如 下 一 般 形 式 的 解 
u(€,7) = FPF(€) + G(). (1.3.1) 


其 中 下 、G 为 任意 二 阶 连 续 可 微 函 数 . 
将 问题 ( 工 ) 中 的 边界 条 件 v(5.0) = 91(5) 和 (0,n) = 9a(7) 代入 式 (1.3.1). 得 


ul(é,0) = F(é) + G(0) = 91(8), 
u(0,7) = F(0) + G(n) = 93(), 


两 式 相 加 ， 得 
F(E)+GnN)+FEO0) + G0) = gi1(€) + 93(n), 


从 而 由 (0,0) = 下 (0) +G(0) 0) 可 得 
u(€,n) = F(€) +G(n) = 91(€) + 93(7) — g91(0). (1.3.2) 


综 上 可 知 ， 我 们 只 用 到 了 两 个 边界 条 件 ， 便 得 到 形式 解 (1.3.2), 但 是 9 
gs4(n) 是 任意 给 定 的 充分 光滑 函数 ， 故 一 般 说 来 ， 解 (1.3.2) 不 能 满足 边界 条 件 


u(é,0) = g2(€), ula,n) = 94(m), 
从 而 所 给 第 一 边 值 问题 的 解 一 般 是 不 存在 的 ， 即 此 定 解 问题 是 不 适 定 的 . 
例 1.3.2 Laplace 方程 


的 初 值 问题 是 不 适 定 的 . 
解 考虑 下 列 两 个 初 值 问 题 ? 


2, 区 
ee rER,w>0, 
Or7> Ov 
IY Ou 
u(x,0) 三 0， 一 一 =0，xE€ERRR 
Oy ly=0 
和 
92， 2 
了 rER,w>d0, 
Or Ov 
(IV) 
ww Oe 1 . Ry Ou 人 
ur ,0) = 和 Sin 人 a PE RR. 
其 中 和 为 实 参 数 . 


Q@ 1917 年 Hadamard 在 瑞士 召开 的 一 次 数学 大 会 上 曾经 举 出 的 例子 . 
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容易 验证 ， 函 数 u(x,y) 三 0 是 定 解 问题 (三 ) 的 解 ， 函 数 


exy +e-\y 


1 下 
ai(Z2) = sin Mr cosh My = 却 Sin 入 7 5 


定 解 问题 (IV) 的 解 
记 2 二 {(z,y) |z&E 民 , 0 <y<+oc), 按 最 大 值 模 的 意义 ， 两 个 定 解 问题 对 应 
初 值 之 差 的 模 
sup = sin A < 和 一 0 (入 一 十 co) 
(zy)EON | 和 | 


但 当 取 入 = nr+ 了 他 会 澳 z= 二 1 时 ， 今 入 一 十 00. 有 


sup lu»—u|= sup [i sin Az cosh | > 3 cosh A 一 十 co， 
(7)E82 (z,y)ER 
即 两 个 定 解 问题 对 应 的 解 之 差 的 绝对 值 可 以 取 到 很 大 的 值 ， 对 应 的 模 不 可 能 任意 
小 ， 因 此 所 给 定 解 问题 是 不 稳定 的 ， 从 而 是 不 适 定 的 . 
上 述 适 定性 概念 是 Hadamard 首先 提出 来 的 . 由 上 述 例子 可 以 看 出 , 在 数学 物 
理 方程 中 ， 有 些 定 解 问题 是 适 定 的 ， 也 有 些 定 解 问题 是 不 适 定 的 . 考察 定 解 问题 的 
适 定性 ， 可 以 帮助 我 们 在 一 定 意义 (Hadamard 意义 ) 下 判断 所 提 定 解 问题 是 否 合 
理 , 以 及 如 何 提 法 才 合 理 . 但 不 是 说 所 有 在 Hadamard 意义 下 不 适 定 的 问题 在 客观 
实际 中 都 没有 意义 . 
例如 Laplace 方程 的 第 二 边 值 问题 


O2u 9 | 
B+ (HED, 

Ou | 
区 | = pr,Yy), (rz,y) EDOI 


的 解 在 相差 一 个 常数 的 意义 下 是 唯一 的 (参见 第 4 章 ). 
显然 ， 如 果 函 数 4 是 它 的 解 ， 则 对 任何 常数 C, u 十 C 也 是 它 的 解 ， 因 此 这 个 
定 解 问 题 的 解 是 不 唯一 的 , 即 在 Hadamard 意义 下 是 不 适 定 的 ， 但 是 在 实际 中 是 有 
不 适 定 问题 以 其 重要 的 实际 意义 ， 在 数学 上 已 成 为 偏 微分 方程 的 一 个 重要 研 
究 方 向 ， 


1.4 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 及 化 简 


在 前 3 节 中 ， 我 们 导出 了 一 维 热传导 方程 


Ou 2 Ou 


i es 一 一 一 二 r,t), 
0 
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玉 振 动 方程 
72 4/ 20 
5 
二 维 Poisson 方程 
Ou a LU _ 
Ox? "Br = f(x,y), 


从 它们 的 来 源 看 , 它们 代表 三 种 不 同类 型 的 物理 过 程 , 但 又 都 是 两 个 自 变 量 的 二 阶 
线性 偏 微分 方程 .二 阶 线性 偏 微分 方程 的 一 般 形式 为 
Ou n Ou 
i Be 十 pa Be 十 cu 三 f. (1.4.1) 
其 中 (ij、 b; 《可 一 1 s%: 5 总 从 C 及 小 都 是 实 值 函 数 ， 且 Qi (7,7 = Di ,71) 不 
同时 为 零 . 特别 地 ， 当 即 = 2 时 ， 可 以 写成 
Ou 2 Ou Ou 1 Ou Ou 
Ba 十 2al? Broy + 022 Fz 5 和 + + eu = 
其 中 Q11, Q12 = a21, Q22, b1, b2, c 及 f 都 是 TY 的 已 知 函 数 . 
两 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 在 形式 上 与 平面 上 的 二 次 曲面 相 类 似 ， 但 
二 者 之 间 没 有 必然 的 联系 . 我 们 希望 通过 自 变量 的 适当 可 道 变换 及 未 知 函 数 的 适当 
可 道 线性 变换 ， 将 方程 (1.4.1) 进行 化 简 ， 并 在 此 基础 上 对 方程 (1.4.1) 进行 分 类 . 
由 此 可 以 看 到 前 述 的 波动 方程 、 热 传导 方程 及 Poisson 方程 恰恰 对 应 于 方程 (1.4.1) 
的 三 种 不 同 的 类 型 ， 而 且 分 别 是 它们 的 最 典型 代表 . 
1.4.1 两 个 自 变 量 的 二 阶 线 性 偏 微分 方程 的 化 简 


考虑 两 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 ， 为 了 方便 我 们 引入 记号 
D27 四 Ou Ou Ou Ou 


Q11 ss 


ra 一 B72 Ury 一 55 Uyy 二 页 到 Ur 一 Bz. Uy 一 By 
两 个 自 变 基 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 一 般 形式 可 写 为 
QllUzrz 十 2Ql2Uzy + Qa22Uyy 十 Dr tt buy t+ cu= ff. (1.4.2) 
引入 自 变 量变 换 
= 三 和 SUr,y)， 
(1.4.3) 
1 = 1(r, Y), 


如 果 函 数 E(x,y), n(x,y) 关于 x,vy 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 有 Jacobi 行列 式 


D(é,n) 
D(x,y) 


5 (xo, vyo) € y (Xo, yo) 
Nr (To, yo) My (Tr, yo) 


(1.4.4) 


(ro,yo) 
则 由 隐 函 数 存 在 定理 可 知 ， 变 换 (1.4.3) 至 少 在 点 (zo,yo)] 的 某 个 邻 域 中 是 可 道 的 . 
下 面 利用 变换 (1.4.3) 将 方程 (1.4.2) (至 少 在 (zo,yo) 的 一 个 邻 域内 ) 进行 化 简 . 
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由 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 得 
Uz = Ugéz + UnT1z， 
Uy = Ueéy + Unny, 
Wi = Ueéés + Quenésns + Unnms + Ugéss + Unnes, 
Ury = Ueeézéy + Uen(ézMNy + yr) 十 Unn71z71y + Ugézy 十 UnMzy, 
Uyy = ugeéy + 2uenéyNy 十 Uny + Ugéyy + Unnyy: 
把 上 式 代 入 (1.4.2) 可 得 到 以 (&,7) 为 自 变 量 的 方程 
11Uee + 2012VWen + G22Unn 十 bi Ue + boun 十 Gu 二 天 (1.4.5) 
其 中 
11 = al 各 + 2a12€7€y + a22€y, 
12 = Ql1éznNz 十 Ql2(Ez71y + yr) + Qa22éyy, 
di22 = al1712 + 20l271z71y + a227y, 
bi = aniézz + 2al26zy + Qa22€yy + biéz + bo2éy, (1.4.6) 
b2 = aiinNzz 十 2ala71sy 十 aa2271yy 十 DT1a + bany, 
C(é,n) = cLz(€,7), y(é, 9， 
flé,n) = Fz(é,), yt,n)), 
或 由 下 式 (矩阵 形式 ) 


fs > | [ 人 ” 
td12 022 Nr My Q12 022 €&y Ny | 
ee ee， 
Da Nrz 71zy Q12 Mry Myy/ \Q22 mn MN/ \b2 
注意 到 (1.4.6) 中 的 第 一 式 和 第 三 式 的 形式 完全 相同 ， 仅 仅 是 将 第 一 式 中 的 & 换 成 


了 n. 由 此 可 知 ， 如 果 能 求 得 方程 


al10D2 十 2a12pz py 十 Qa22 py 二 0 (1.4.7) 


的 两 个 函数 无 关 的 解 = pi1(z,y) 及 = p2(7,9), 并 令 
€ = p1(7,Y), 
mth 
则 方程 (1.4.5) 的 系数 页; 及 ii22 均 化 为 零 ， 二 阶 导数 项 仅 包含 一 项 2012iien, 从 而 


使 方程 (1.4.5) 的 形式 得 到 化 简 . 
下 面 来 具体 讨论 这 种 做 法 的 可 行 性 . 
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引 理 1.4.1 设 ”= y(z,y) 定义 在 区 域 Q 上 ,， 且 yi 十 pr 关 0, 则 yp(z,y) 是 方 
程 (1.4.7) 的 特 解 的 充分 必要 条 件 为 p(x,y) = C 是 常 微分 方程 


alldy2 一 2aaodzdy + azdz2 = 0 (1.4.8) 
的 一 个 初 积 分 ， 其 中 C 为 任意 常数 . 


证 明 由 条 件 wz + ys 关 0; 不 妨 设 py 承 0, 则 对 VC eR 民 , 由 隐 函 数 存在 定理 可 
知 ， 存 在 由 方程 p(x,y) = C 所 确定 的 函数 y = y(x,O), 使 得 


本 


y=y(z,C) 
必要 性 . 设 p = p(x,y) 是 方程 (1.4.7) 的 解 ， 则 对 VY(z,y)eE 0 及 VC Ee 民有 
Pr 2 5 Pr 
Q11 ( -a i 十 422 二 0. 


并 存在 由 方程 p(x,y) = C 所 确定 的 函数 y = y(x), 使 得 


an (并 ) -ap 型 oz = 本 + 2at (> ) + oz :| 
' y 


从 而 y = y(zx, CO) 满足 方程 (1.4.8), 即 p(x,y) = C 为 方程 (1.4.8) 的 一 个 初 积 分 . 
充分 性 ， 设 p(x,y) = C 是 方程 ( ye tA 分， 则 对 Y(zo,yo) E 2. 存在 由 
方程 p(x,y) = w%(zo,yo) = Co 所 确定 的 隐 范 数 y = y(z, Co), 使 得 


三 0). 


y=y(7x.C) 


Vo = V(Zo, Co), 
从 而 沿 着 曲线 p(x,y) = Co 有 


dy \? di? px \2 
oa( 辽 ) i [an (= ) +2a1 (2 ) + oaa| 
T dT 


三 各 
d ] Py Py y=y(7r.C'0) 
并 由 yo = y(zo, Co) 可 得 
Op\2 Op Owp Op\2 
4 2 De DD ee | 二 a. 
[en (PF) lg Or Ov + oo 人 (zy) 一 (ro.yo) 


由 于 (zo,yo) € 8 是 任 取 的 ， 于 是 
ai 六 十 2012Wzpy + nal =0, (rx,y)€ Qn. 


即 p = plz,g) 是 方程 (1.4.7) 的 一 个 特 解 ! 

由 引 理 1.4.1 可 知 ， 求 方程 (1.4.7) 的 两 个 函数 无 关 的 解 的 问题 ， 转 化 为 求 方程 
(1.4.8) 的 两 个 函数 无 关 的 初 积分 的 问题 . 方程 (1.4.8) 称 为 方程 (1.4.2) 的 特征 方程 
并 称 其 积分 曲线 为 方程 (1.4.2) 的 特征 线 . 


1.4 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 及 化 简 


可 以 看 出 ， 求 方程 (1.4.8) 的 初 积 分 与 求 如 下 的 两 个 常 微 分 方程 


2 
dy _ QQ12 二 VQ12 ~ Q11Q22 
dz 11 
7 
dy _ 4Q12 VQ12 一 Q11022 


dz Q11 


的 解 是 等 价 的 ， 记 
A 一 Qs 一 Q11C22， A 二 ?2 CE G11022, J = EzMy 和 Cuv71z， 


由 (1.4.6) 的 矩阵 形式 可 得 
A= A7]2. 


以 下 分 儿 种 情形 分 别 讨论 : 


.25 . 


(1.4.9) 


(1.4.10) 


(1.4.11) 


) 在 点 (zo0,yo) 的 一 个 邻 域内 4 > 0. 由 常 微分 方程 解 的 存在 定理 可 知 ， 方 


程 (1.4.9) 相应 地 存在 着 两 族 不 同 的 实 特征 曲线 pl(z,y) = C1, p2(2,Y) 


假设 pg3, + p23 关 0 及 p23, 二 p35, 关 0. 由 于 
_ Plz 412 十 V ai 一 Q11Q22 ”QQ12 十 VA 


Ply Q11 Q11 
2 
PpP2r 012 一 VC2l 一 QilQ22 4Q12 一 VA 
A 
P2y Q11 Q11 


且 4 > 0, 可 推 知 > # 经 > 于是， 变换 
Ply Pp2y 
| &€ = pl (Zz,Y), 
n= p2(T,Y) 


的 Jacobi 行列 式 


_ D(é&,n) 
D(z,y) 


从 而 由 式 (1.4.6) 及 引 理 1.4.1 可 知 ， 


O11 = (122 三 0. 


Be Enns EE Ey = %2lz%22y — P22r Ply 天 0， 


= C2, 且 可 


由 式 (1.4.11) 可 知 ， 论 ,= 4 庆 关 0, 于 是 方程 (1.4.2) 在 点 (zo,yo) 的 邻 域内 可 化 为 


Uen = Aue + Bun + Cut D, 


其 中 4、B、C、DD 均 为 (&,n) 的 已 知 函数 ， 
如 果 在 (1.4.12) 中 得 作 自 变量 的 可 逆 线 性 变 损 


0 
7 二 zs 一 动 


(1.4.12) 
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方程 (1.4.12) 可 化 为 
(1.4.13) 


Uss — Utt 一 Aius 十 Biur 十 Cu 十 Di, 


其 中 41、Bl、C1、Di1 均 为 (s,1) 的 已 知 函 数 . 
特别 当 4 三 Bi 三 C1 三 Di 三 0 时 ， 即 得 到 弦 振 动 方程 . 
(2) 在 点 (zo,yo) 的 一 个 邻 域内 A 三 0. 此 时 方程 (1.4.8) 化 为 一 阶 实 方程 


dy (012 


dz a 
于 是 该 方程 只 有 一 族 实 特征 曲线 ， 记 为 p1(x,y) = C, 且 可 假设 yi, + pi, 0 


_ D(é,7) 
~ D(z,y) i 


作 变 换 
| € = p1(7,Y), 
7 = p2(7,Y), 
则 由 式 (1.4.6) 及 引 理 1.4.1 可 得 mil 三 0, 故 由 (1.4.11) 可 得 中。 = A 三 0. 
另 一 方面 , 由 A = afs 一 Q11422 三 0 可知，Qq11422 > 0, 故 不 妨 设 al > 0、az2 > 0. 


则 有 aiz = 士 VaiiVa22, 故 由 了 = &m% 一 人 rc 关 0 可 得 
Mr kz al2 VQ22 


Wy Gy (11 Vall 


从 而 由 式 (1.4.6) 及 上 式 可 得 
Q22 二 CQ11712 十 2Q12777y 十 022777 = (wearzgia 证 Vaz2ny) 0. 


上 可 知 ， 方程 (1.4.2) 在 点 (ro0, yo) 的 邻 域内 可 化 为 


综 
Unn = Azue t+ Bau + C2u + D», (1.4.14) 
其 中 42?、B2、C2、D2 均 为 (&,7)) 的 已 知 函数 . 
在 方程 (1.4.14) 中 ， 再 作 未 知 函 数 的 可 首 线 性 变换 
1 . 中 
由 一 忆 expb{ = 者 L Bul€,7) dr} 
(1.4.15) 


就 得 到 关于 vw 的 方程 
Unn = A3ve + Cav Ds, 


其 中 不 再 出 现 对 ;的 一 阶 偏 导数 项 . 
特别 当 43 三 1, C3 三 Ds 三 0 时， 就 得 到 热传导 方程 . 


@ 符 号 expz 表示 指数 函数 e7. 


(3) 在 点 (zo,yo) 的 一 个 邻 域内 4 < 0. 此 时 方程 (1.4.8) 不 存在 实 特征 曲线 ， 
它 的 初 积 分 如 果 存 在 ， 只 能 是 复 函 数 ， 假 设 
pT,Yy) = pl yy) +igp2(z,y)=C 
是 方程 (1.4.8) 的 一 个 初 积分 9, 而 ol(z,y)、wpa(z,y) 均 为 实 函 数 ， 于 是 p = p(x,y) 
满足 方程 (1.4.7). 
为 了 限于 在 实数 范围 内 考虑 问题 ， 作 如 下 的 自 变量 变换 


€ = Re w(x,Yy) = pi(z,Y), 
(1.4.16) 
7 = Im wp(2,yY) = p2(7,Y), 
由 2 十 2 闫 0 及 方程 (1.4.9) 可 得 
U11P7 一 一 (as 十 1 QI1Q22 一 QT2 ) Py) 
分 离 实 部 和 虚 部 得 到 
ailtaz 三 一 0l26y 十 V all022 一 Qt271y， 
| (1.4.17) 


， 2 
QiNz 三 一 QIL27177 一 (11Q22 一 dey, 


由 4= 吕 一 oo <0 可 得 ail 关 0, 从 而 变换 (1.4.16) 的 Jacobi 行列 式 为 


D(E,n) VQ11422 一 Qi 2 2 
J 一 一 rijy 一 re — 一 we 有 全 
/ DE: vy) 6: My Uk éy a11 (的 1,) 


如 果 ,7 = 0， 则 éy = ny = 0U, 故 由 (1.4.17) 可 得 tx = 7s = 0,; 从 而 px = py = 0. 
这 与 p(x,y) = 0 是 初 积分 矛盾 ， 此 矛盾 说 明 .7 关 0, 即 变换 (1.4.16) 在 点 (Zo,yo) 
的 一 个 邻 域内 是 可 道 变换 . 

由 于 = 和 +iy 满足 方程 (1.4.7), 代入 后 再 将 实 部 与 虚 部 分 开 ， 可 得 


a + 2a2éry + 0226y = a + ay + 22hy, (1.4.18) 
én + 2a12 (ry 十 71z) + a22éy"y = 小 
政 由 (4.4.6) 及 (1.4.11) 可 知 ，z = 0 iiizz = 4 玉 <0, 从 而 由 
ll 三 (22 天 0 
可 知 ， 方 程 (1.4.2) 在 点 (ix0, wo) 的 一 个 邻 域内 可 化 为 
(1.4.19) 


wee + tn = Aaue + Batun + Ca + Da 


其 中 44、B4、C4、 D4 是 (&,7) 的 已 知 函 数 ， 
特别 当 4 三 Bi 三 G4 三 Da 三 0 时 ， 就 得 到 Poisson 方程 . 
@ 在 系数 a11、atz 及 azz 是 p(z,9) 的 解析 函数 时 ， 利用 常 微分 方程 的 解析 理论 可 知 ， 这 翌 
的 初 和 分 总 是 存在 的 . 在 系数 非 解 析 时 ， 可 以 直接 从 式 (1.4.18) 求 出 《= 00) 及 = p2(T, 9). 
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1.4.2 ”两 个 自 变 量 的 二 阶 线 性 方程 的 分 类 

从 上 面 的 讨论 知道 ， 由 式 (1.4.10) 引入 的 、 由 方程 (1.4.2) 的 二 阶 导 数 项 系数 所 
组 成 的 判别 式 4 的 符号 ， 在 方程 化 简 中 起 着 重要 的 作用 ， 而 可 道 变换 (1.4.3) 保证 
了 化 简 后 方程 的 二 阶 导 数 项 所 组 成 的 判别 式 4 与 4 同 号 , 据 此 可 以 将 方程 (1.4.2) 
进行 分 类 . 

定义 1.4.1 如 果 方 程 (1.4.2) 的 二 阶 导 数 项 的 系数 oil、ai 及 az 在 区 域 2 中 
的 一 点 (Zo, yo) 满足 

AE= js 一 QllaQ22 > 0, 

则 称 方程 (1.4.2) 在 点 (zo,yo) 为 双 曲 型 的 ; 如 果 在 点 (zo,y) 满足 


人 三 0 一 Qilao22 = 0. 
则 称 方程 (1.4.2) 在 点 (zo,yo) 为 抛物 型 的 ; 如 果 在 点 (zo,yo) 满足 
AE= cio — (411022 < 0. 
则 称 方程 (1.4.2) 在 点 (zo,yo) 为 椭圆 型 的 . 
由 上 述 讨论 可 知 ， 在 区 域 2 中 的 任 一 点 ,方程 (1.4.2) 必 属 于 而 且 只 属 填 上 述 
三 种 类 型 之 一 ， 且 其 类 型 完全 由 方程 (1.4.2) 的 二 阶 导 数 项 系数 决定 ， 与 其 他 项 系 
数 无 关 . 
定义 1.4.2 如 果 方 程 (1.4.2) 在 区 域 8 中 的 每 一 点 处 均 为 双 曲 型 的 或 抛物 型 
的 或 椭圆 型 的 ， 则 称 方程 (1.4.2) 在 区 域 2 中 为 双 曲 型 的 或 抛物 型 的 或 椭圆 型 的 ， 
简称 为 双 曲 型 方程 或 抛物 型 方程 或 椭圆 型 方程 . 


一 维 波动 方程 、 一 维 热传导 方程 和 二 维 Poisson 方程 分 别 是 这 三 类 方程 最 重要 
的 代表 , 因此 又 称 波 动 方程 为 双 曲 型 方程 , 称 热传导 方程 为 抛物 型 方程 , 称 Poisson 
方程 为 椭圆 型 方程 . 还 需 指 出 的 是 ,我 们 前 面 讨论 的 三 种 情况 虽然 是 相互 排斥 的 ， 
但 并 不 包括 方程 (1.4.2) 的 所 有 情形 . 
如 果 方 程 (1.4.2) 在 区 域 42 中 的 部 分 区 域 上 是 双 曲 型 的 ， 而 在 另 一 部 分 区 域 上 
是 椭圆 型 的 , 在 这 两 个 区 域 的 分 界线 上 是 抛物 型 的 , 则 方程 (1.4.2) 称 为 混合 型 的 . 
例如 ， Tricomi 方程 
Ou Ou 
Ce 十 By 三 习 
在 上 半 平 面 y > 0 内 为 椭圆 型 ， 在 下 半 平 面 y < 0 内 为 双 曲 型 ， 当 所 考察 的 区 域 0 
包含 轴 y = 0 上 的 某 些 线段 时 ， 该 方程 在 2 内 为 混合 型 的 . 
如 果 方 程 (1.4.2) 在 区 域 2 中 的 部 分 区 域 上 为 双 曲 型 ， 在 其 余部 分 为 抽 物 型 ， 
而 在 区 域 2 中 没有 椭圆 型 的 点 ， 则 方程 (1.4.2) 称 为 退缩 双 曲 型 方程 ， 例如， 方程 


1.4 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 及 化 简 :29 ， 


1 本 u Ou 

Y Br Ov 
在 yy 关 0 时 为 双 曲 型 ， 在 y = 0 时 为 抛物 型 ， 因 此 它 在 任何 包含 y = 0 的 区 域 中 均 
为 退缩 双 曲 型 方程 . 

如 果 方 程 (1.4.2) 在 区 域 2 中 的 部 分 区 域 上 为 椭圆 型 ， 在 其 余部 分 为 抛物 型 ， 

而 在 区 域 2 中 没有 双 曲 型 的 点 ， 则 方程 (1.4.2) 称 为 退缩 椭圆 型 方程 例如， 方程 
Ou Ou 
ge 
在 任何 包含 y = 0 的 区 域 中 均 为 退缩 椭圆 型 方程 . 

对 于 在 一 个 区 域 2 中 为 双 曲 型 、 抛 物 型 或 椭圆 型 的 方程 ， 可 以 用 上 一 段 方 法 
将 方程 进行 化 简 , 分 别 得 到 相应 的 方程 (1.4.12) 或 (1.4.13) 、(1.4.14) 或 (1.4.15) 以 
及 (1.4.19), 称 它们 为 这 些 方程 的 标准 型 . 

上 述 化 标准 型 的 方法 ， 一 般 说 来 只 能 在 区 域 2 中 某 一 点 (zxo0,yo) 的 邻 域 中 有 
效 ， 但 在 一 些 特殊 情况 ， 所 作 的 变换 在 整个 区 域 2 中 都 是 可 逆 的 ， 因 此 可 以 将 方 
程 在 整个 区 域 2 中 化 为 标准 型 . 

在 具体 将 方程 化 为 标准 型 时 ， 只 能 在 具有 确定 类 型 的 区 域 中 用 上 述 方法 化 标 
准 型 ， 例如， Tricomi 方程 ， 只 能 分 别 在 其 双 曲 型 区 域 及 椭圆 型 区 域 中 化 标准 型 ， 
而 不 能 在 整个 混合 型 区 域 化 标准 型 ， 也 不 能 在 变型 线 y = 0 ( 它 不 是 区 域 ) 上 化 为 
抛物 型 方程 的 标准 型 . 


例 1.4.1 判定 方程 
Vez + DryUzg + ug = 0 (2 + #0 
的 类 型 ， 并 化 标准 型 . 
解 因为 ol = 人 妇 a12 二 7Yy， 422 二 2, 而 判别 式 


二 0 


4=o -a0 = 2 TY =0, 
故 方程 为 抛物 型 的 . 
原 方程 的 特征 方程 为 
ydy* — 2zydzdy 十 rz2dzx? = 0, 
整理 可 写 为 
(ydy 一 2dz)2 = 0， 


其 初 积 分 为 
oil 三 到 一 y= i. 
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作 自 变 基 变 换 


= 这 一 信 ， 
= zy, 


其 中 = zy 是 适当 选取 的 ， 只 要 简便 ， 且 满足 
7 2 DED _ 2 -2 


= 277y +4 2yz #0 
D(z,y) 


Mr Ny 
即 可 .显然 当 十 她 关 0 时 ， J =2z2 十 202 尖 0. 
由 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 可 得 
Us = 2ZMUE 十 227， 
Wy = —2yUe + Tun 
一 472uee 十 47W2ey 十 7 + 2ies 
Ury = —47yuee 十 2( 委 三 yue 中 Wb 二 Wiys 
Uyy = dy uee — Aryuesn + Ts — Zue, 
于 是 原 方程 化 为 


(2 + + 2 — 2 ) ue + 2ryu, = 0. 


即 
(£2 + 4 ) un — 2éue 十 2nun = 0 


2€ 27] 
Wa = Ue 本 )》 Cy* 
7777 t 二 4772 E 2 4 ln 
例 1.4.2 判断 Tricomi 方程 


的 类 型 ， 并 化 标准 型 . 
解 由 Tricomi 方程 的 特征 方程 
ydy* + dx* =0 
可 知 ， 判别 式 4 = -y 在 全 平面 上 不 保 号 ， 所 以 它 是 混合 型 方程 ， 只 能 分 别 在 双 则 


型 区 域 及 椭圆 型 区 域 中 将 方程 化 为 标准 型 . 
在 双 曲 型 区 域 y < 0 中 ， 特 征 方程 可 写 为 


dr +tV-ydy = 0, 


求 得 其 初 积 分 为 


Z 干 SV =C. 

作 变 换 

& i —Yy3, 

- (1.4.20) 

十 了 V 一 9 

其 Jacobi 行列 式 
2 L 1 ER 
A | YY | 
Ne My 1 VY- 

是 


be oY > we el 
12 (22 Tr Ty Q12 (22 


1 1 
9 )0-() 
ba ! 
2V-Y 2V-y 
因此 原 方程 化 为 
dyue, Se er 


由 式 (1.4.20) 整理 可 得 


1 
“9 66 
此 方程 称 为 Euler- Poisson 方程 ， 变 换 (1.4.20) 在 整个 双 曲 型 区 域 y<0 中 是 可 道 
的 ， 并 将 区 域 y <0 化 为 £0 平面 上 的 区 域 一 & > 0; 而 原 方程 的 变型 线 y = 0 化 
为 Euler- Poisson 方程 的 奇 线 7 一 和 = 0. 
在 椭圆 型 区 域 y > 0 中 ， 可 将 特征 方程 写成 


dz 十 1Vydy = 0， 


其 初 积分 为 可 
到 本 1 sy 三 >. 
作 变 换 
a (1.4.21) 
1] 三 一 ?73， 
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其 Jacobi 行列 式 


| 每 | 仁 本 1 
ye 证 0 ol- Vz0 
于 十 
多 | 和 ， (® ed (2 ") 
Ad12 022 UE d12 (22 é&y My 
1 i . 1 ll 
= 人。 A NG /NO A \0 y 
Cl js | 
mm/ AD 世 屋 /各 
因此 原 方程 化 为 


1 
Yuee + Yurnn 十 天 二 Un = 0. 


2V5 
由 (1.4.21) 式 整理 可 得 


1 
Uge 十 Um 十 二 Un = 0. (1.4.22) 


37] 
同样 可 以 看 到 ， 变 换 (1.4.21) 在 整个 椭圆 型 区 域 y > 0 中 是 可 道 的 ， 并 将 区 
域 y > 0 化 为 E07 平面 上 的 区 域 % > 0; 而 原 方 程 的 变型 线 y = 0 同样 化 为 方程 
(1.4.22) 的 奇 线 n) = 0. 
多 个 自 变 量 的 二 阶 线 性 方程 的 分 类 
在 方程 (1.4.1) 中 ,假设 wa = wzjz;, ai = Qaji, 并 引入 记号 


1.4.3 


0 
O12 
011 (012 Qin bl 2 | 
1 0 
(0 0955 (4) )2 六 
机 -二 a 3 ee 爸 志 Wi Or» 
Unl Qn2 (nn b,, 8 
Or 


则 方程 (1.4.1) 可 写 为 


其 中 Vz 为 V; 的 转 置 ， 


的 连续 函数 . 


对 Varzo = (20, ws, a 


(VIiAVi)ut+ (VIB)utcu=f. 


(1.4.23) 


4 = 47, 4 关 0, ai bj、c、f 是 空间 R" 的 某 区 域 2 中 


,0) E 2, 用 (x0) 及 Bro) 表示 窍 阵 4 及 短 阵 B 在 点 


zo 的 值 ， 则 由 4(zo) 是 实 对 称 矩 阵 可 知 ， 存 在 一 个 止 交 矩阵 Q(ro). 使 得 
(0 (zzo)4(zo)C(zo) 二 diag (Al (ro )， Nv (rT0), Ta A (.r0)). 


此 时 Ai(zo)，Xa(zo)…… ,An(zo) 为 4(zo) 的 实 特征 值 ， 从 而 由 |Q(zo)| = 土 1 可 得 
[Azo)| = IN(zo) = (ro) Na(z0) 和 ntzo) 
类 似 于 前 面 关于 两 个 自 变量 的 情形 ， 我 们 有 


定义 1.4.3 对 VY zo = (zz ,729) €E 0, 假设 Ni(zo)，Xz(zo)，… ，Xn(zo) 
为 方程 (1.4.1) 系数 矩阵 4(zo) 的 个 特征 值 

(1) 如果 和 1(z0), 和 (zo), … ,和 A(zo) 都 不 为 零 且 符 号 相同 ， 则 称 方程 (1.4.1) 
在 点 To 是 椭圆 型 的 ; 

(2) 如 果 和 1(z0), Az(z0), … ,Xn(zo) 只 有 一 个 为 零 ， 其 余 n 一 1 个 有 相同 的 
符号 . 假设 和 (20) = 0, 且 变 换 后 对 应 的 导数 项 的 自 变 基 为 6 而 合 5 的 项 的 系 
数 不 为 零 ， 则 称 方程 (1.4.1) 在 点 zo 是 抛物 型 的 ; 

(3) 如 果 Ni(zoj，Natzo),… ,An(zo) 都 不 为 零 ， 其 中 一 1 个 符号 相同 ， 另 一 
个 有 相反 的 符号 ， 则 称 方程 (1.4.1) 在 点 zo 是 双 曲 型 的 . 


当然 在 多 个 自 变量 (n > 2) 的 情形 下 ， 还 可 能 出 现 一些 在 两 个 自 变 基 情形 下 所 
不 可 能 出 现 的 复杂 情况 ， 下 面 只 给 出 常用 的 两 种 类 型 . 

如 果 Ni(zo)，Xa(zo)，… ，》n(zo) 都 不 为 零 ， 其 中 mm (1 < m < n 一 1) 个 符号 
相同 ， 其 余 n 一 m 个 有 相反 的 符号 ， 则 称 方程 (1.4.1) 在 点 zo 是 超 双 曲 型 的 . 


例如 ， 方 程 | 
Ou 2 Ou Ou 四 Ou 
Br? 8 Orz3 Oz3 


就 是 超 双 曲 型 的 . 

如 果 和 1 (Z0)， 和 2(Z0)， 0) 中 至 少 有 一 个 为 堆 ， 则 称 方程 (1.4.1) 在 点 TO 
是 广义 抛物 型 的 . 

人 例如， 方程 
(1l<m<nD—1) 


就 是 广义 抛物 型 的 ， 

如 果 对 于 区 域 2 上 的 每 一 点 ,方程 (1.4.1) 都 是 椭圆 型 的 或 (广义 ) 抛物 型 的 或 
( 超 ) 双 曲 型 的 , 则 称 方程 (1.4.1) 在 区 域 2 内 是 椭圆 型 的 或 (广义 ) 抛物 型 的 或 ( 超 ) 
双 曲 型 的 ， 如 果 在 区 域 2 内 不 同 的 部 分 区 域内 ， 方程 (1.4.1) 属于 不 同 的 类 型 ， 则 
称 方程 (1.4.1) 在 区 域 2 内 是 混合 型 的 . 

在 二 阶 线性 偏 微 分 方程 中 , 应 用 较 多 也 比较 重要 的 还 是 双 曲 、 椭圆 或 抛物 型 的 
方程 ， 也 是 本 书 将 集中 主要 篇 幅 讨 论 的 三 类 方程 . 
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下 面 讨 论 方程 (1.4.1) 的 化 简 问 题 . 
在 区 域 2 内 茶点 zo 处 ,方程 (1.4.1) 的 系数 矩阵 4(x0) 是 实 对 称 和 矩阵 ， 所 以 
存在 一 个 可 逆 的 窍 阵 


dui(xo) do2(zo) … din(z0) 
ia 二 dl(7Z0) do0) 中 nzo) 
dni(zo) dn2(io) da(zo) 
使 得 
D’ (zo)A(zo) D(z0) = 已 (zo) (1.4.24) 


为 规范 型 ， 其 中 矩阵 B(x0) = (ea3) 的 元 素 满 足 
eij = 0, (i)), 
ei 三 1, 或 一 1, 或 0，(i= 1.2.…,n). 


作 自 变 基 的 线性 变换 
61 dl(zo) dao(zo) 1:** din(io) 1 
£7 = 名 | -| 是 6) dolzo) oo% dan(zo) | | 2 . (1.4.25) 
én dni(z¥o) dn2(X0) 1 dnn(zo) si 
则 由 复合 函数 求 导 公式 得 
六 一 = lo) 


于 是 
Va = D(zo)Ye. 


把 上 式 代入 (1.4.23), 由 式 (1.4.24) 可 得 
[Ve Elzo)Velu + [VED’ (wo)B(ro)u + Clro)u = yo 
由 式 (1.4.25), 记 &0 = zoD(xo), 整理 可 得 
[VeE(tojvelu+[vZ Bo + Cléo)u = f(é0). 
即 ， 
Civee, + 2 Bi(éo)us, + C(to)u = f(t); (1.4.26) 


其 中 EE(&0)、B(&0)、C(&0)、f(&0) 分 别 表示 E(x0)、DT(x0)B(ro)、C(ro)、f(xo0) 在 
点 To 的 对 应 点 60 处 的 值 . 


如 果 方 程 (1.4.1) 的 系数 矩阵 4 是 常数 矩阵 ， 则 通过 自 变 量 的 可 道 线性 变换 
(1.4.25) 后 ， 所 得 到 的 新 方程 的 二 阶 项 的 系数 一 定 仍 是 常数 ， 这 时 能 在 整个 区 域 2 
内 把 方程 (1.4.1) 化 为 形 如 (1.4.26) 的 方程 ， 称 形 如 (1.4.26) 的 方程 为 标准 型 . 


定理 1.4.1 如 果 方 程 (1.4.1) 的 系数 矩阵 4 是 常数 矩阵 ， 且 它 属于 椭圆 型 或 双 
曲 型 或 广义 抛物 型 方程 ， 则 存在 一 个 可 逆 的 自 变 量变 换 ， 把 方程 (1.4.1) 化 为 形 如 


Duse + Bu +Cu = 了 (1.4.27) 
2 V1 
或 
n—l 多 a 2 
2 Ugit: — Ugnén + 2 Biue; + Cu= Ff (1.4.28) 
2= i=] 
或 mm 7 
Duee t+ DBiue +Cu= (1.4.29) 
B= t=1 


的 标准 型 ， 其 中 1<m<n. 


如 果 方 程 (1.4.1) 的 系数 矩阵 4 不 是 常数 矩阵 ， 则 根据 代数 学 中 关于 二 次 型 的 
惯性 定理 ， 对 于 化 实 对 称 矩 阵 4(zo) 为 规范 型 (zo) 的 任何 可 逆 矩阵 D(zo), 规范 
型 Elzo) 的 元 素 等 于 1、- 1 或 0 的 个 数 与 4(zo) 的 特征 值 为 正 数 、 负 数 或 零 的 个 
数 分 别 是 相同 的 ， 于 是 可 得 如 下 结论 : 

(1) 如 果 方 程 (1.4.1) 在 点 zo 处 是 双 曲 型 的 ， 则 可 在 点 zo 处 化 为 


?1 一】 n 


> te 一 UE és 十 Ze bi 十 Cu 三 ff 
| 


i==1 


(2) 如 果 方 程 (1.4.1) 在 点 zo 处 是 超 双 曲 型 的 ， 则 可 在 点 zo 处 化 为 
ve a > Ugiéi 十 » Bus +Cu=/, 
t= i 二 mn 十 1 | 
其 中 1<m<n-l1: 
(3) 如果 方程 (1.4.1) 在 点 wo 处 是 椭圆 型 的 ， 则 可 在 点 wo 处 化 为 


nl 天 So ~ 
Duets + 2 Bius + Cu= 
C= 计 =3 


(4) 如 果 方 程 (1.4.1) 在 点 ro 处 是 抛物 型 的 ， 则 可 在 点 zo 处 化 为 
他 Ueiei 十 3 + Cu = f, 
t= 1 i} 
其 中 B, x 0; | | 
(5) 如 果 方 程 (1.4.1) 在 点 :70 处 是 广义 抛物 型 的 ， 则 可 在 点 :ro 处 化 为 
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mi n 


uese; 十 和 iue， 十 Cu 一 六 
/一 二 /= 


其 中 1<m<n. 

一 般 情况 下 ， 对 于 方程 (1.4.1) 已 不 能 在 一 个 区 域 2 中 化 为 标准 型 ， 但 当 它 的 
系数 矩阵 4 是 常数 矩阵 时 ， 可 用 同一 个 可 逆 的 实 线性 变换 ， 把 它 在 整个 区 域 2 中 
化 为 标准 型 ， 当 它 的 系数 矩阵 4 不 是 常数 矩阵 时 ， 一 般 也 不 能 用 同一 个 线性 变换 
把 它 在 整个 区 域 42, 其 至 在 某 一 点 的 一 个 邻 域 内 化 为 标准 型 . 


习题 1.4 


1.4.1 判定 下 列 方程 的 类 型 : 
Uzrr 一 2T Uy = 0; (2) Urz 十 (十 Y) yy =0; 
Tz 一 Y Uyy = 0; (4) e urr te Uyy — UU:: — 2utt = 0: 


) 
) 
(5) wzz 一 2sin zury 一 cos2 Tuyy — Cos ruy = 0; 
) 
) 


(6) (1+z°)uzz tt (1+ oy uyy + Tuz Yuy = 2u = 0: 

(7) (1 一 z2)waz 一 2zguay + (1 — oY )yy =0; 

(8) Wrzz 十 (1 十 局 )wyy 一 kt 二 0 (为 常数 ). 

1.4.2 证 明 两 个 自 变量 的 二 阶 线性 方程 经 过 自 变 量 的 可 逆 变 换 及 未 知 函 数 的 可 道 线性 变换 


后 ， 其 类 型 不 会 改变 . 
1.4.3 将 下 列 方程 化 为 标准 型 : 


(1) wzy 十 2 一 加 十 4 + = 0 (2) Wrz 十 4uay 十 5uvy tt ur tt 2uy = 0; 
(3) wwzrz 十 2zgyuay + YWyy = 0; (4) @2 wsr + 2er ty + evuyy — ru = (0: 


(5) Wzz 一 dury + Auyy = ei; (6) 3uxrz 十 dy + Bu:: + uy = 0: 

(7) waz — (T+ ) yy — 2y(1 + ) uy = 0; 

(8) uxrz — 2cosTury — (1+ sin? ruyy — yuy = 0: 

(9) (1+z2)urz +t (I+ wy + zur + yu, = 0. 

1.4.4 确定 下 列 方程 的 通 解 : 

(1) was — 3vay 十 20207 = 0; (2) ra — ury = (0). 

1.4.5 证 明 两 个 自 变量 的 二 阶 常 系数 椭圆 型 及 双 曲 型 方程 一 定 可 以 通过 自 变 最 的 可 道 变换 
及 下 述 形式 的 未 知 函 数 变 换 w = e "su 分 别 化 为 


Uee 主 Unn 十 cv 三 f 


的 形式 ， 其 中 入 1 为 常数 . 


第 2 章 ” 双 曲 型 方程 


本 章 讨论 一 类 典型 的 双 曲 型 方程 ， 即 波动 方程 

Ou 

Ot2 

的 初 值 问 题 和 混合 问题 ， 对 于 初 值 问题 利用 特征 线 法 、 球 平均 法 给 出 其 解 的 表达 

式 ， 对 混合 问题 利用 分 离 变 量 法 给 出 其 解 的 级 数 表达 式 ， 并 证 明 其 解 的 存在 性 ,， 利 
用 能 基 积 分 的 方法 证 明 其 解 的 唯一 性 和 稳定 性 . 


—aAu=f 


2.1 一 维 波动 方程 的 初 值 问题 


2.1.1 翅 加 原理 

由 于 我 们 讨论 的 波动 方程 及 定 解 条 件 都 是 线性 的 ， 为 了 使 讨论 的 初 值 问题 简 
化 ， 首 先 引 入 到 加 原理 . 

自然 界 中 的 许多 物理 现象 具有 谷 加 性 质 ， 即 多 个 因素 同时 引起 的 效果 等 于 各 
个 因素 分 别 引 起 的 效果 之 和 ， 这 个 事实 称 为 全 加 原理 . 例如 ， 在 常 微分 方程 中 已 经 
知道 ， 对 于 一 个 复杂 的 常 微 分 方程 的 线性 问题 的 求解 ,总 可 以 把 它 分 解 为 知 干 个 比 
较 简 单 的 问题 来 求解 ， 然 后 将 这 些 简单 问题 的 解 琶 加 起 来 ， 就 得 到 原 问 题 的 解 ， 这 
种 方法 对 偏 微 分 方程 的 线性 定 解 问题 也 是 适用 的 . 

又 加 原理 I 设 w(xz,t) 是 方程 


Ou 2 u . 
Bl < 二 六 = 1 
的 解 ， 则 函数 wu(z,t) = crur(z,t) 是 方程 
k=] 
Ou ,Ou 加 
Bt2 3 0 Bd 人 ce 


的 解 ， 其 中 Ch 的 = i Ue ,In) 是 任意 常数 . 
特别 地 ， 当 wx(z,t) 都 满足 齐 次 方程 时 ， w(z, 也 满足 此 齐 次 方程 . 
倒 加 原理 I 设 wi(z,t) 是 方程 
Ou sO 
Dr = D2 = fk(T,£);, 大 “= Li 2 


的 解 ， 且 无 限 和 _ 
U(Zt) = 2 cpuk(T,t) 
人 三 1 


37 
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关于 x 和 上 可 以 逐 项 微分 两 次 ， 则 和 函数 u(x,1) 是 方程 


Ou » Ou 53 
Br a Re fel t) 


的 解 ， 其 中 cx (= 1,2,…) 是 一 列 已 知 常数 . 


特别 地 ， 当 w(x,t) 都 满足 齐 次 方程 时 ， u(x,t) 也 满足 此 齐 次 方程 . 
对 于 高 维 波动 方程 ,也 有 类 似 千 加 原理 I、 的 结论 ， 对 于 线性 定 解 问题 ， 
加 原理 也 成 立 . 


过 加 原理 三 设 u(x,t) 是 初 值 问题 
' Le. 一 a = f(r, ER, tO 


ot? Or? 
Ou 


(人 0) = gr (a i 可 ta)， rER 
的 解 ， 其 中 处 = 1,2,… ,mm, 则 函数 u(x,t) = 和 chuwk(zt) 是 初 值 问题 
EL 


Ou ,Ou m1 


‘|, yo f R. 0 
Of a Oz? efel, ) rE (> 
Ou m 
ul(Y, 0) 次， CrPpr (了 )， Br = = 和 C 人 720 »( L 所 RR 
KE 上 


RS 
特别 地 ， 当 w(xz,t) 部 满足 齐 次 定 解 条 件 时 ，wu(zx.t) 也 满足 此 齐 次 定 解 条 件 . 
对 十 怒 振 动 方程 的 混合 问题 及 高 维 波动 方程 的 初 值 问题 、 混 合 问 题 , 也 有 类 似 
登 加 原理 亚 的 结论 ， 
利用 和 至 加 原理 可 以 将 初 值 问题 简 化 . 
在 上 半空 间 上 考虑 一 维 波 动 方程 的 初 值 问题 


Ou ,Ou . 
i ER,.+>0. 


( I ) Of Or? | 
Ou 


wi0) = P(r), 豆 
由 于 定 解 问题 (1 ) 是 线性 的 ， 因 此 可 以 分 解 为 下 面 三 个 门 题 


On .071 
| d=0, reR,t>0. 


=w(r), rEeR. 


t+=0 


(1) 
Ou 
ur,0) = (7), =0, :xE€R: 
OF li=0 
)> 
ee Ce -ER,.t>0 
(HI) ot? Or 
) 
(OY EO = tr)，wE 恨 
Ot li=0 


2.1 一 维 波动 方程 的 初 值 问题 “39. 


OR? 
IV 
(WV) Bh 


到 (世人 = 0 二 
Ot | 二 
如 果 w、 wa、zua 分 别 为 定 解 问题 (了) 、( 王 ) 、(IV) 的 解 ， 由 春 加 原理 可 知 ， 


{= 2 = f(a,t), rE€ER,t>0, 


=0, zE€ER. 
0 


人 三 21l 十 22 十 13 
为 定 解 问题 (I ) 的 解 . 
为 了 求 定 解 问题 (I) 、(IIU) 、(IV) 的 解 ， 从 下 面 定 理 可 以 看 出 定 解 问题 ( 廿 
是 基本 的 ， 而 定 解 问题 ( 工 ) 及 定 解 问题 (IV) 的 解 都 可 以 通过 它 的 解 表示 出 来 . 
定理 2.1.1 如 果 Wi(z,t) 表示 以 h(x) 为 初 值 的 定 解 问题 ( 亚 ) 的 解 ， 则 定 解 问 
题 (I) 及 定 解 问题 (IV) 的 解 ul 和 us 可 分 别 表示 为 


2 
uil(Zz,1) 二 Bet) (2.1.1) 
和 | 
u3(7,t) = [ Wi, (7z,t — 7)d7, (2.1.2) 
0 


其 中 f(z) = f(z,7), 7 之 0 为 参数 ， 且 函数 Ws(z,t) 和 函数 Wy, (z,t) 在 半 无 界 区 
域 {f(x,1)|z ER,t> i 上 关于 变量 z 和 上 充分 光滑 
证 明 先 验证 wi(zx,t) 为 定 解 问题 (I ) 的 解 . 
事实 上 ， 由 函数 Ws 的 定义 可 知 ， W(x,t) 满足 定 解 问题 
D2 WV 202W, ， 
a -=0, zrER,+t>)d0, 


Ot "Or 
9W, 
Wel = 0 


故 由 Wi,(7,t) 的 光滑 性 可 得 
Ou 0 (2) a 9 (oz , O2W', 2) =0 > 好 i ) 2 


Ot Ot\ oR) Ot Or 0 5 Ot) bc 
oOW, Oul OW 2 
a” = DE 一 一 一 < 二 2 WW a 一 0， 
uli=0 Ot 赂 一 0 (7), ot 本 gt2 li=0 pr ?l=o0) 
从 而 wi(z,t) 是 定 解 问题 ) 的 解 . 


下 面 验证 wa(z,t) pee (IV) 的 解 . 
令 厂 三 本 7 Wj (zy) = Wy, (zt 站) 则 由 Wi, (x, 刀 ) 的 定义 可 知 ， Wy, (zt) 


满足 


Ot Ox? 
OW 
WwW a |， 一 0 fe 一 fl(&, TF)s T 把 民 ， 


已 2TT7 2TT7 - 
i We pO jE 
=0. , ot] ti=0 
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于 是 Wj, (x,t 一 7) 满足 
| OWs 20W, _ 0, rzER,0g<7<t<+%, 


ot? Oz? 
, OW 
W es = t 一 7 一 


另 一 方面 ， 由 Wy, (x,t 一 7) 的 光滑 性 得 


Ous t OW (zt 一 7) TFT (zt 一 7) 
人 -Wt t+/ -a dn 


O23 和 +4 OW 0 了 ss 7) 
> 二 dT 
Ot? 7 一 
2 2 Ou3 
= f(z,t)+ 0 a7 . Wa (x,t—T)dr=a 5 + f(z,t), 
O 
， U3 
3(Z,0) = 0, a 0. 

从 而 us3(z,t) 是 定 解 问题 (IV) 的 解 . | 


注 根据 定 积分 的 定义 ， 表 达 式 (2.1.2) 可 以 写成 
nC—1 


usa(z,t) = Aim 2 Ws, (x,t— ti)Ati, 
Ai 一 0 ji 二 0 


其 中 0=t0 < <…<th=t, Ati=ti+1 一 ti;. 把 非 齐 次 方程 的 初 值 问题 (IV) 的 
解 表示 为 一 系列 具有 非 齐 次 初始 速度 的 齐 次 方程 的 定 解 问题 ( 亚 ) 的 解 的 登 加 ， 这 
种 求解 过 程 称 为 Duhamel ( 杜 阿 梅 尔 ) 原理 . 利用 表达 式 (2.1.2) 求解 定 解 问题 (IV) 
的 方法 ， 称 为 齐 次 化 原理 . 

另外 在 定理 2.1.1 的 证 明 中 , 用 到 了 Ws 和 Wy ed 所 以 在 
确认 由 表达 式 (2.1.1) 和 (2.1.2) 给 出 的 函数 是 相应 定 解 问题 ( (IV) 的 解 时 ， 
还 必须 严格 地 论证 . 


2.1.2 ”了 弦 振 动 方程 的 初 值 问题 D’Alembert 公式 


考虑 无 界 弦 的 自 me 
2 .20 u 
{= =0, rEeR,+t>0, 


Of "Ba 
uz,0) =p(0)， oP 
将 此 定 解 问题 中 的 方程 写 为 


O DO \7O 9 
( 吉 Fa (未 一 “元 = 


Ou Ou 
v{z,t) = ri 


t=0 


夏利 用 函数 
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可 把 此 定 解 问题 分 解 为 两 个 一 阶 方程 的 初 值 问题 


Ou Ou 

oC—ao=v(7r,t), TER,+t>0, 

Ot Oz (2.1.3) 

u(7,0)=0, xzE€ER 

和 ) 

a rER,t>0, 
Ot Oz (2.1.4) 
v(z,0) = vw(z), ZE 下. 


为 求 上 述 定 解 问题 的 解 ， 首 先 求 出 特征 线 . 因为 初 值 问题 (2.1.3) 中 的 方程 对 

应 的 特征 方程 为 
dz 十 adt = 0, 
故 特 征 线 为 
由 一 2Z1 (1t) 三 C1 es at, 

其 中 C 为 任意 常数 . 

沿 特征 线 z = zx1(), 初 值 问 题 (2.1.3) 中 的 方程 具有 如 下 形式 

du(z1(t),t) _ Ou(z1(t),1) _ (T(t 
dt Ot Or 
同 理 ， 初 值 问 题 (2.1.4) 中 的 方程 对 应 的 特征 线 为 


Z 一 Z2(t) 三 C2 十 at， 


王 本 (全 (天 和 : (2.1.5) 


其 中 Cs 为 任意 常数 . 
沿 特征 线 xz = 7z2(t) 有 
dv(z2(t),t) . Ov(z2(t),+) .aor2(D), 
dt Ot OT 


另 一 方面 ， 由 初 值 问题 (2.1.4) 中 的 初始 条 件 可 得 
v(x2(t),t) = v(z2(0),0) = wv(z2(0)), 
故 由 za(0) = 02 二 xz 一 at 可 知 ， 初 值 问题 (2.1.4) 的 解 为 


v(x,t) = V(r 一 at). 


=0. 


把 上 式 代入 式 (2.1.5) 得 
1 1 
二 | Wz1(T) 一 GCT) d7 二 yw(C1 一 2a7)d7 


JU 0) 


] ,C1 —2at 1 了 十 Qt 
= | Ww(E) dé = 去 | w(E) dé. 


20 J 


由 此 所 确定 的 函数 u(z,t) 即 为 所 给 初 值 问题 的 形式 解 ， 
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我 们 不 妨 把 求解 上 面 初 值 问题 的 过 程 简 单 回 顾 一 下 ， 首 先 通过 对 微分 算 子 的 
因 式 分 解 ,把 二 阶 方程 式 化 成 包含 两 个 未 知 函 数 的 一 阶 方程 组 ,并 写成 相应 的 定 解 
问题 ， 然 后 用 特征 线 法 逐次 求解 每 一 个 一 阶 偏 微分 方程 的 定 解 问题 . 这 里 所 说 的 特 
征 线 法 , 它 的 主要 思想 在 于 沿 着 特征 线 , 一 阶 偏 微分 方程 具有 常 微分 方程 的 形式 ， 
从 而 可 以 通过 求解 常 微 分 方程 去 得 到 原来 一 阶 偏 微分 方程 的 解 . 

对 于 上 面 的 初 值 问题 还 可 以 首先 化 方程 为 标准 型 , 然后 求 通 解 , 最 后 利用 初始 
条 件 确定 特 解 ， 这 种 求解 方法 称 为 行 波 法 .下 面 用 行 波 法 求 该 初 值 问题 的 解 . 

事实 上 ， 由 于 所 给 初 值 问 题 中 的 方程 对 应 的 特征 方程 为 


dz2 一 a2de = 0, 


特征 线 为 
t= Ci， T+at= CC», 
其 中 C1、C2 为 任意 常数 . 
作 上 自 变 量变 换 


其 Jacobi 行列 式 为 
6 6 三 
LR nt 


于 是 所 给 初 值 问题 中 的 方程 化 为 


坟 县 


将 该 方程 先 对 7 积分 一 次 ， 再 对 上 积分 一 次 ， 得 该 方程 的 通 解 为 
4 三 5 十 GUO)， 

其 中 下 及 G 为 任意 的 单 变量 的 二 阶 连续 可 微 函 数 . 

因此 所 给 初 值 问题 中 的 方程 通 解 为 

u(xz,t) = FPF(r oat)+ G(r at). 
将 a(z,t), ui(z,t) 代入 相应 的 初始 条 件 可 得 
F(r)+G(r) =0, -aF (rz) +aG'(r) = w(xr). 

进而 有 


结合 上 式 有 
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分 别 积分 一 
1 SO 1 
F(z) = -过 , WE) dé + C1，G(z) = 二 人 p(E) dé + 0%, 


其 中 Ci 及 Cs 为 任意 常数 . 
利用 w(x,0) = F(z)+G(z) =0(VzeER) 可 得 01 十 C2 = 0, 于 是 


Z 十 Qt 


1 一 Qt 1 了 十 Qt 1 
wn) = vot vO/ vO 


综 上 所 述 ， 所 给 初 值 问题 的 形式 解 为 
1 z+at 
w(xz,t) = Se / w(E) dé. 


x—at 
上 述 用 行 波 法 得 到 的 解 与 特征 线 法 所 得 到 的 解 是 相同 的 . 
根据 定理 2.1.1 可 知 一 维 波动 方程 的 初 值 问题 (I) 的 形式 解 为 


5 rtat 
w(t} = 六 | 翅 人 o(6) de| = 5lw (z+at) + vw(zr — at)l. 


而 初 值 问题 (IV) 的 形式 解 为 


i 1 TI 二 a(t—7) 
Wd $) 三 一 一 déld 
(Z.1) [ 去 / a f(é,7) nD 
za(t—7) 
-二 /4 -人 at 一 T) 
利用 释 加 原理 ， 一 般 的 一 维 波动 方程 的 初 值 问题 ( I ) 的 形式 解 为 
十 Qt 


pr p(x + at) ME — at) 下 / We) dé 


Trt+alt—7) 
fa -人 T)dé. (2.1.0) 
“a 0 r—a(l—r7) 
表达 式 (2.1.6) 称 为 D'Alembert 公式 . 


到 现在 为 止 , 表达 式 (2.1.6) 只 能 说 是 形式 解 ， 因为 我 们 还 不 知道 它 是 否 具 有 交 
滑 性 .为 了 使 它 确实 是 初 值 问题 (1 ) 的 解 ， 需要 对 方程 的 非 齐 次 项 f 和 初 值 p、 
加 上 一 定 的 要 求 . 

由 前 面 的 推导 过 程 可 以 看 出 ,如 果 p & C?(R), we€ C'(R), f€ C'(Rx[0,+00)), 
则 可 以 青 接 验证 ， 由 表达 式 (2.1.6) 确定 的 函数 u(z,t) 确 为 初 值 问 题 (了 ) 的 解 ; 如 
果 初 值 问题 (1 ) 有 解 ， 则 此 解 一 定 可 以 由 表达 式 (2.1.6) 给 出 ， 于 是 得 到 

定理 2.1.2 若 pe C2(R), we C'(R), fe 民 x [0,+oo)), 则 初 值 问题 (了 ) 
存在 着 唯一 的 解 (zx; 人), 此 解 由 (2.1.6) 式 给 出 ， 且 w(x,t) € C*(R x [0,+oee) 
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对 于 初 值 问题 ( I ), 如 果 yw, wf 不 满足 定理 2.1.2 的 和 条件， 例如 wp € Cl(R). 
veEC(R), fe 十 00)), 则 由 表达 式 (2.1.6) 确定 的 函数 (x,) 仍 有 意义 ， 


它 不 是 初 值 问题 (1 ) 在 古典 意义 下 的 解 ， 而 可 认为 是 一 种 广义 解 . 
定理 2.1.3 如 果 p(x)、w(z)、 t) 关于 x 都 是 具有 相同 周期 的 周期 函数 ， 


则 由 表达 式 (2.1.6) 给 ee ) 的 解 u(x,t) 关于 zx 也 是 周期 函数 . 
证 明 设 p(x)、w(z)、f(z,t) 关 十 的 同 周期 为 1, 即 
p(T+) = p77), vr+D) = vz) fri,t) = f(7,t). 


则 
p(T+l+at)+ y(t+l at)= v(t+at) + vy(r — at). 
并 利用 变换 = 《 +1 可 得 


Zl+at 十 Qt zz 十 at 
dln) dj = / 让 放下 二 四 (dE, 


2 十 ! 一 Qt 了 7 一 Qt xX—at 
"TY 十 [十 a(t 一 7) z+a(t—7) (一) 
| tmna= ernnae= | flé. 7)d 
z 十 /一 at 一 了) z 一 Qt 一 了 ) 2 一 at 一 T) 
从 而 由 表达 式 (2.1.6) 可 得 
u(T+1,t) = ul(z,t). | 


类 似 可 证 ， (Z)、(X)、f (7,1) 关于 7z 均 为 奇 (或 偶 ) 函数 时 , 由 表达 式 (2.1.6) 
给 出 的 初 值 问题 (了) 的 解 u(z,t) 关于 > 也 是 奇 (或 偶 ) 函数 . 

例 2.1.1 初始 正 粥 波 的 六 振动 问题 
2 一 ao? 5 总 rER,+t>0, 


Ot? Oz? 
Ou 
wl, 0) sing, —— =0, TER 
(2,0) Ot lt=0 
有 人 解 
sin(Z — at) + sin(x + at) . 
u(x,t) = - = sin x cosat. 


2 
例 2.1.2 正弦 初速 度 的 弦 振 动 问题 


Ou » O02 _ 
二 二 二 (性 一 一 ，ERL > 0. 
ot? OZ2 
Ou . 
u(x,0) 三 0， 一 = sinx, ix:ER 
ot t= 
有 解 
1 Fat 
u(r,t) 三 一 sin€ dé 
20 VD 一 ol 
coS( 人 一 alt) — cos(r+at) 1 . 
二 = ~ SIN Sin at., 
2a a 


例 2.1.3 无 界 纺 的 受 迫 振动 问题 


a 
Ou 
0) 三 0， 一 一 一 及 
ala D) 二 | 


有 解 


zZ 十 at 一 T) 
-站 和 as 


cos(Z +a(t —7))+cos(z — al(t —7))]dr 


和 0 
{ sinzsina(t 一 7) 
三 7 一 d7 
0 a 
sinz /! 
二 Tsina(t—7) d7 
a Jo 
sinz t 


> t 1 

二 -TCcosa(t—7)| 十 一 Smna(t 一 7) 

a la 0 a* 0 
tsinz sinzxsinat 


a? as 
2.1.3” 解 的 依赖 区 域 、 决 定 区 域 和 影响 区 域 ” 波 的 传播 
从 上 面 的 讨论 可 知 , 波动 方程 的 初 值 问题 (1 ) 的 解 可 以 唯一 地 表示 成 式 (2.1.6) 
的 形式 . 下 面 从 此 解 出 发 来 讨论 一 维 波 动 方程 解 的 依赖 区 域 、 决定 区 域 和 影响 区 域 
的 概念 ， 以 及 波 的 传播 特性 . 
以 最 简单 的 情形 一 一 无界 弦 的 自由 振动 为 例 , 此 时 方程 的 非 齐 次 项 f(z,t) 三 0， 
而 对 应 的 初 值 问题 可 写 为 


Ou 2 Ow 
Bom ~0, TER,t>0, 
Ou 


u(z,0) = %(Z)， A wr), rER. 
由 (2.1.6) 式 可 知 ， 此 初 值 问题 的 形式 解 为 
ztat 
(Ft) = [p(s — at) + wp(zr+at)] 十 :he w(E) dé. 


依赖 区 域 由 解 的 构造 可 以 看 出 ， 对 于 上 半 平 面 {(z,t) | zx € R, + > 0} 内 的 
任意 一 点 (zo0,to), 对 应 的 函数 值 (zo,to) 由 初始 条 件 p(x) 及 wz ) 在 xz 轴 的 区 间 
[zo — ato, Zo 十 ato] 上 的 值 唯一 确定 ， 而 可 p(T) 及 / w (1 ed tt 把 
这 个 区 间 [zo 一 ato, zo 十 ato] 称 为 点 (z0,t0) 对 初 值 的 依赖 区 间 ， 它 是 过 点 (ro,to) 
的 两 条 特征 线 一 at = 二 C1 和 +at= C2 交 截 z 轴 所 得 的 区 间 (图 2.1.1). 

0 en (zo,to) 的 依赖 区 间 只 与 方程 中 系数 a 及 点 (zo,t0) 
有 关 ， 而 与 初 值 函数 p(z) 及 w(z) 无 关 . 
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(Zo,to) 
个 


一 ato XT0 十 ato 


图 2.1.1 


从 依赖 区 间 定 义 可 知 ， 点 (xo,to) 的 依赖 区 间 只 与 方程 中 系数 a 及 点 (zo.10) 
有 关 ， 而 与 初 值 函 数 p(X) 及 w(x) 无关， 
决定 区 域 对 于 初始 直线 + = 0 上 的 任意 一 个 区 间 [za, 过 点 :x1 作 特 征 线 
z= 二 ZX1 十 at, 过 点 x2 作 特征 线 x = za 一 at, 由 特征 线 和 区 间 [zi,za] 一 起 构成 一 个 
三 角形 区 域 人 (图 2.1.2), 即 
A 三 {(s0) | T+at<ri<r—at0<t< 2 } 


2a 
(= 21 By Oo— Ti ) 
2 2a 


a i ee tt a T= —at 


图 2.1.2 
对 于 区 域 A 中 的 任 一 点 (2 它 的 依赖 区 间 都 包含 在 区 间 [zz 中 ， 因 此 解 
Gt de Th bie 而 与 区 间 [1.x2] 外 
的 初始 条 件 无 关 ， 把 这 个 三 角形 区 域 人 称 为 区 间 [x1x2] 的 决定 区 域 ， 显 然 三 角形 


PB 一 


区 域 人 是 以 点 【一 二) 为 顶点 、 区 间 [a 为 底 边 的 等 膜 三 角形 ， 宛 
只 与 方程 中 系数 a 及 区 间 [x za] 有 关 ， 而 与 初 值 函数 p(x we E 关 . 
影响 区 域 对 于 给 定 六 轴 上 任意 一 点 (x0.0). ep 及 w(x) 在 该 点 的 
值 ， 将 影响 上 半 平 面 {Cx, 让 | ze 有 + > 0} 内 哪些 点 处 解 u(x) 的 值 呢 ? 容易 和 
出 ， 它 只 对 由 点 (zo;0) 向 t+ 增加 的 方向 发 出 的 两 条 特征 线 所 围 成 的 区 域 


D= {wt [wo mat<i& .rotat, O01< +o) 


中 的 解 值 产生 影响 , 这 是 因为 区 域 D 内 任 一 点 的 依赖 区 间 邦 包含 点 (rx0.0)., 而 在 区 
域 DD 外 任 一 点 的 依赖 区 问 部 不 包 合 点 (0,0), 把 这 个 区 域 D 称 为 点 Cr0.0) 的 影响 
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区 域 ， 显然 区 域 D 只 与 方程 中 系数 a 及 (zo,0) 有 关 ， 而 与 初 值 函数 p(x) 及 %(z) 
无 关 , 这 也 说 明 在 初始 直线 t= 0 上 某 点 处 的 扰动 或 信号 是 以 有 限 速 度 a 向 两 侧 传 
播 的 . 同样 可 以 确定 初始 直线 t= 0 上 的 区 间 [zi,z?] 的 影响 区 域 为 (图 2.1.3) 


{(z,t) Irat<r<r+at,0<t< 十 oo 上. 


=r1—at 


图 2.1.3 
波 的 传播 我 们 先 将 解 u(z,t) 改写 成 
u(x,t) = F(zr—at)+G(r+at), 


其 中 
1 1 r—at Cr 
F(Z 一 at) = pz 一 ob 一 云 / w(é) d+ a 
i 十 Qt CY 
CG(Z 十 at) = 30(r 十 at) 十 Be | w(E) dé — 50， 
J0 
C 为 任意 常数 . 
考察 函数 


Wil(z,t) = F(z — at), (2.1.7) 
并 假设 4= F(z) 的 图 像 如 图 2.1.4 中 的 实 线 所 示 . 


se 


---——-- 一 -一 -一 》 
pd 
PY 


™_、 
~” 


图 2.1.4 


显然 uw(z,t) 是 初 值 问题 


Ou 9 rE€ER,t>0, 
ot? Or? 
Ou 


u(z,0) = F(z), pd —aF(r), rER 
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的 解 ， 在 时 刻 t= 0 时 ， wi(z,0) = (x) 对 应 于 弦 的 初始 振动 状态 (图 2.1.4 中 实 
线 所 示 ). 经 过 时 刻 t=t0 时 ，wi(z,to) = 了 (z 一 ato) (图 2.1.4 中 虚线 所 示 ). 
由 此 可 见 , 振动 强 的 外 形 保持 不 变 , 它 在 zOu 平面 上 相当 于 原来 的 图 形 向 右 平 
移 一 段 距离 ato, 这 说 明 当 方程 的 解 表示 为 (2.1.7) 的 形式 时 ， 弦 线 上 的 质点 在 1=0 
时 振动 所 构成 的 波形 4 = F(z), 以 常 速 度 a 向 右 传 播 (图 2.1.5), 而 波形 保持 不 变 ， 
它 称 为 右 传播 波 或 正 行 波 . 


u 


图 2.1.5 
同 理 可 知 ， w2 = G(z 十 at) 则 表示 以 速度 a 向 左 传播 的 波 ， 称 为 左 传播 波 或 
逆行 波 . 因此 ,这 种 初 值 问题 的 解 可 以 理解 为 向 两 个 方向 传播 的 行 波 之 和 ， 这 种 求 
解 方法 也 常 被 称 作 行 波 法 . 
从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 , 不 论 是 依赖 区 域 .决定 区 域 还 是 影响 区 域 , 它们 的 边界 
除了 z 轴 上 的 部 分 以 外 总 是 落 在 上 半 平 面 {(z,t) | x € RR, t > 0} 内 形 如 zx 土 at =C 
(C 为 常数) 的 直线 上 .， 例如， 波动 方 程 


Wap 三 Qn, rrER,+>0 


的 解 ， 在 点 (xo,to) 的 依赖 区 间 的 端点 (zo 土 ato,0) 分 别 落 在 过 点 (zo,to) 的 直线 
Z 土 at 二 zo 土 ato 上 ; 区 间 [zx1,22] 的 决定 区 域 的 边界 除了 x 轴 上 的 一 段 [1 ,3] 以 
外 ， 分 别 落 在 直线 7 一 at = 二 x 入 +at= zs 之 上 ; 而 区 间 [easza] 的 影响 区 域 的 
边界 除了 z 轴 上 的 一 段 [zi1,z2] 以 外 ， 分 别 落 在 直线 rz+at =zru 和 >-at=va 之 
上 .由 此 可 见 ， 与 波动 方程 

Ou 20°u 
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相对 应 的 两 族 直 线 x 土 at = C 恰好 是 特征 方程 的 两 族 积 分 曲线 ， 它 们 对 波动 方程 
的 研究 起 着 重要 作用 ， 而 这 两 族 直 线 x 土 at = C 就 称 为 波动 方程 

Ou ,Ou 


oR 二 Ba 六 和 途 R, t>0 


TER,+t+>0 


的 两 族 特征 线 . 


习题 2.1 . 49 . 


假设 给 定 波动 方程 
Ou » 2 
Bp = A rER,t+>0 
的 一 对 特征 线 x 土 at = Co, 在 特征 线 z 一 at = Co 上 右 传播 波 为 
Ui(7z,t) = F(z mat) = F(C0). 


即 右 传 播 波 在 特性 线 x 一 at = Co 上 取 常 数值 F(Co) 
同 理 可 知 ， 左 传播 波 
us(7,t) = G(r + at) 
在 特征 线 z 十 at = Co 上 也 取 和 党 数值 G(Co). 
综 上 所 述 ， 我 们 可 以 说 ， 传 播 波 实 际 上 是 沿 着 特征 线 传播 的 ， 而 初 值 问题 ( 亚 ) 
的 求解 方法 正 是 利用 了 波 的 这 种 特性 ， 把 其 求解 方法 称 为 特征 线 法 . 


习题 2.1 


2.1.1 设 4BCD 为 (x,t) 平面 上 由 特征 线 所 围 成 平行 四 边 形 的 四 条 边 ，v 为 自由 弦 振 动 
方程 的 解 ， 证 明 
u(A)+u(C)=u(B)+u(D). 
2.1.2 对 于 自由 振动 的 弦 ， 当 初始 资料 p(z) 与 %(z) 满足 什么 条 件 时 ， 弦 振动 方程 的 解 仅 
由 右 传播 波 组 成 ? 
2.1.3 当 BF 取 何 值 时 ， 利 用 代 换 ww = eh*w 可 将 方程 


中 的 一 阶 导数 项 消去 ， 其 中 a 和 了 ”为 常数 . 
2.1.4 当 a 取 何 值 时 ， 利 用 代 换 wu = e*'v 可 将 方程 


中 的 一 阶 导数 项 消去 ， 其 中 a 和 < 为 常数 . 
2.1.5 在 上 半 平 面 {(z,t) | xz € 民 , t > 0} 上 给 定 一 点 M(2,5), 对 于 弦 振 动 方程 
Ot? OZ2 
来 说 ， 点 M 的 依赖 区 间 是 什么 ， 它 是 否 落 在 点 (1 0) 的 影响 区 域内 ? 
2.1.6 利用 行 波 法 ， 求 解 弦 振动 方程 的 Goursat 问题 


2 2 
I 


ur at=0 -3 p(x), ls tat=0 = wp(r), 


其 中 wp(0) = w(0). 
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2.1.7 求 方程 
Ou Ou t 
Bi dri 2 > 
满足 如 下 定 解 条 件 
wr 0 = par) wp hr) = wr); 如 = pi(wj ww 0 
t lt=0 


的 解 ， 其 中 大 > 1 为 常数 ， 且 po(0) = w(0). 
2.1.8 求解 下 列 初 值 问题 : 


2 p 
0 reR,t>0, 
(1) 
u(x,0) = sin nz, =0, zxER. 
A 
Ou Ou 
_12 Ou 
,0 。 ，》 = : RR 
) -a 各 三 
一 0，7ZER,tLt> 0， 
(3) 
Ou 
"0) = = 一 reR 
We ) Ot l1=0 Ce 
-=0 reR,t>0, 
(4) 
Ou 
u(rx,0) = 1， 一 a 及 . 
0) lio 三 
人 2 = =tsinz, TE Rt 0 
(5) Ot? Oz? a 
es DE a sinz, ER. 
a rER,t3 0, 
(6) Ot? Ox? | 
0 三 施 ， 了 =0; ZER. 
Ou 20 tw 
有 差 ，mERL 0, 
(7) | Ot " Or (1 十 2)2 下 
Ou 1 
,0) 二 0， 一 = 4 
Ws Otli=o 11+? 


2.2 ”高 维 疲 动 方程 的 初 值 问 题 


在 本 节 中 我 们 用 x = (z1,x2,x3) 表示 R” 的 点 ， 对 Vx, ye R*., 用 


李一川 = Ve om wp) + op) + (v3 — ya) 


表示 点 x 与 的 距离 ， 并 使 用 记号 
0 0 


三 二 十 二 广 十 二 5 
001 25 Oxi 


2.2 高 维 波动 方程 的 初 值 问题 “dl: 


2.2.1 三 维 波动 方程 的 初 值 问 题 ” 球 平均 法 
由 第 1 节 的 讨论 可 知 ， 如 果 求 三 维 波动 方程 初 值 问题 
{=- a Au= f(z,t), rz ER’,t>0, 


| (2.2.1) 
u(xz,0) = P(E), 3 A vr), rEeRs 
的 解 ， 可 先 求解 如 下 的 初 值 问 题 
{= aAu=0, zeR’,t>d0, 
(2.2.2) 
th; 0) = 0; i < V(r), rz ER’, 


然后 再 利用 又 加 原理 及 定理 2.1.1, 就 可 求 得 初 值 问题 (2.2.1) 的 解 . 
从 物理 现象 上 看 ， 有 些 波 的 传播 具有 球 对 称 性 ,而 具有 球 对 称 性 的 波动 方程 ， 
经 球 坐 标 变换 后 可 化 为 


Ou Ou 20u 
ob oe 入 这 r 元 ) = Jr 


的 形式 . 这 时 三 维 波动 方程 的 初 值 问题 实际 上 化 成 一 维 波动 方程 的 初 值 问 题 , 于 是 
可 利用 D'Alembert 公式 求解 . 
下 面 考虑 不 具有 球 对 称 性 的 情况 ， 先 引进 函数 的 球面 平均 值 的 概念. 


定义 2.2.1 设 57 表示 以 z = (zl,z72,73) 为 球 心 ， 以 7 为 半径 的 球面 对 任 一 


函数 h(x) = (zi1, ZX2,7T3)， 称 
5s /| h(£) dS 


Mr (Wr) 全 ml"® ) dS =7 
z|=r 


为 h(x) 的 球面 平均 值 ， 简 称 球 平均 函数 . 
由 定义 2.2.1 可 知 ， 如 果 jz) 为 zx 的 连续 函数 ， 则 


] 1/ 
Mi(z0) 三 lim WMA 人 (2 人 三 | h(E) dS = h(2). 
7 一 0 二 477” / 
人 


假设 a = (Qi1; 92; 03), 其 中 
cl = cos yp sind, 
co = sin wpSin 0， 
aa 三 CO8 0 0 和 bg 和 Ti, 0 入 op 所 27， 
则 球面 5* 上 的 点 上 = (&1,&2,63) 可 表示 为 +ra, 即 


&Il 二 .1 十 全 1， £2 一 TL» 十 ?TQ2， £3 一 L353 二 TOQ3. 
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利用 球 坐标 可 将 球 平均 函数 Mi(x,7) 写 为 


1 “27 pT 4 
Mi (£7T) 三 一 一 / dp | h(zi+ oarr 十 ao7 3 十 a3r) sind dd 
4T7” Jo 0 


1 人 LL ff 
= 5 /| h(z+ar) dro = // h(x + ar) do. (2.2.3) 
47n7* . 47 /. 


la=1| la=1| 


其 中 do =72sinbgdodb = 7r?2do. 
为 了 讨论 问题 方便 ， 利 用 (2.2.3) 式 可 将 Mi(z.7) 的 定义 按 如 下 方式 延 拓 
Mi (zx, 7), 7 > 0, 
Mi (zx,7) = 4 h(z), r=0, 
M(x,—7), rr<0. 
由 此 可 知 ， 延 拓 后 的 M(x,7) 关于 7 是 偶 函 数 . 


定理 2.2.1 设 h(x) e C?, 则 球 平均 函数 Mtz:r) €E C”, 且 满 足 初 值 问题 
| O02 Mn (zx,7) 2 OM (2,7) 


= AM,(z7), £ Sy 
Or2 Br hp(7,7), TER*.r>0 


NM (: . 
全 ht | =0, x€R’. 
Or r=—0 


证 明 由 式 (2.2.3) 可 知 ， Mi (x,7) € C2， 用 Gauss 公式 得 


是 利 
I (0 3 Bh dg 本 5 
i 二 Dr dr rr 本 二 Tro do 

i Sn 


Mi(zx,0) = h(z), 


/ he (家 * AT) a dao 


| 闻 | 夺 4 


1 3 
= he lt)a dS 
|é-al=" 
1 ff oh Oh Oh 
4772 ny (a "ae er) 
上 Ex]|&r 


其 中 = i 十 Qwr, dé = dtidtzdés, he, = se (i = 1,2,$). 
记 £=z 十 z, 则 由 


Oh(z+2z) hzr+zldmi Oh(r+ :2) 
he,(t+2)= CO———— = = =12.: 
Wail? ) OE; Oz; dé; Ox | 


可 得 本 
oO“h 和 Oh Oh 02h .on Oh 0h Oh 
O02 O82 O08 Ox Ox Or 


= A(Tr 4 3) 


3 
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于 是 
OM (zx.7) [3 了 h O02h 
”i + 8 
[jm z| 
= 二 5 i )dz = 本 mr Naa = 
|=| 和 7 |z| 和 r 


= 3A fo |/ ew 


-人 oa 


] a i 
Be.| | i = 二/ pA M(x, p)dp. 
J 0 0 


将 上 式 两 端 乘 以 7? 后， 再 关于 7 求 偏 导数 可 得 
aA Me 2 Oh Mtr 2 tT) a Mae) 
”A ME(T,r) = [ Br | 一 27 Br 十 7 Br 
上 式 两 边 再 除 以 ">, 即 得 
O> Mo (x,7) 2 OM (2z,7) 
Or? 六 Or 


最 后 ， 由 (2.2.3) 可 得 Mh(zx,0) = h(x), 由 he 0”, 并 利用 中 值 定理 ， 


三 A Mi(x, 7). 


OMNfn (I,7) I TAeh(n) _ 

de 一 = 

Or r=0 Lin be AR -2 20 3 

综 上 可 知 ， Mi(7z,7) €E C?, 且 满 足 (2.2.4). | 


今 7 = at, 初 值 问题 (2.2.4) 可 改写 为 如 下 形式 
| Mra) 一 a* A[tM(z, at) |=0; %€ R3, t > 0, 


Of? 
oO[t M(xz, at)] 


一 几 (Z)， rE€R’. 
ot 网 


[tMa (xz, at)]l.=0 一 0, 
利用 此 形式 可 证 明 如 下 的 定理 . 


定理 2.2.2 设 wrx) €E C2, 则 (2z,t) = tMy(z,at) € C2 为 初 值 问题 (2.2.2) 的 
解 ， 且 | 
W(t) = 2 /jas (2.2.5) 
4nra’t 如 


证 明 由 (x) ecC2 可知，w(z,t) = tMy(z,at) E C2 故 由 7 = at 可 得 


Ou OMylz, 7) | 
= My(z,at) +at or Wt. 


t=0 
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Du 二 OM (x,7) 
88 “or 
从 而 由 定理 2.2.1 可 得 
Ou 时 le 于 2 | 


, OM (zr,r) 
二 Qt 一 一 
7 一 Qt " Or? r=at 


= astAMy(r,at) = a Aulz.,t), 


Ot? Or? 7 Or r=at 
且 
Ou ee a ON (xz,7) a ee 
pro dm [Mya at) 十 本 | = My(2,0) = yw(2), 
u(z,0) = lim tMy(z,at) = 0. 
综 上 可 知 ，w(z,t) = thMy(zv,at) EC Rape a 2) 的 解 ， 
二 一 -一 )) 二 一 一 (EE 5. 
u(x,+) 二 // w(E)dS 二 太 (E)d59 | 
类 似 于 定理 2.1.1 可 证 得 下 述 定理 
: 多 
定理 2.2.3 者 weEOQ3, 则 函数 久 (2,t) = A (Fi, at)] EC” 为 初 值 问题 
全 -0 Ai=0, zeR,t>0, 
oO (2.2.6) 
oN = ov _n .3 
Ww, 0) = Bl(L) 有 | 0, rER 
的 解 ， 且 
1 如 | 工 ff 
(Bt) ra Bt ; ESE (2.2. 
S58 


证 明 令 W(x,t) ==tAL(x,at), 则 由 定理 2.2.2 可 知 ， Tb 满足 初 值 问 题 
cai 2 a bp3 
| Br oAW=0, zeR,t>0, 


W(x,.0)=0 < 下 | = Bla, iE€R’; 
Ot li=60 
并 由 weCs 及 (2.2.3) 式 可 知 ，TTtz:D e C3, 故 有 
Ou FW Ou olT A 
Br 一 Or 一 = 0 ATT7 BE 一 A AIT ) 三 二 (0 (下 三 (1 A 
za DWT | 
( Ou 
7,0) = 一 一 = wz), 一 一 a = "€ RR* 
u(x, 0) | P(r) | a ATT |， (CE R'). 
a 一 正和， 站 
综 上 可 知 ， u(x,1) = me Ee C2 为 初 值 问题 (2.2.6) 的 解 、 且 
( 


wh 


ra i I 人 避 


定理 2.2.4 若 f(z,t) se C”, 则 由 下 式 确定 的 函数 


t 
W(t) 二 / (t—7)My, (x,a(t — 7)) dr 
/0 


为 初 值 问题 i 
~—aAu= f(s,t), ve R’,t>0, 
Ot 2.2.8 
Ou 2 
u(r,0) = 0， 一 =0, zeR 
i Ot lt=0 
属于 C? 的 解 ， 且 


wes a) a ea 
Va 


其 中 f(z) = f(z,7)，Mj, 为 所 在 球面 55(,_;， 上 的 球 平均 函数 ， Vai 是 以 > 为 
心 、at 为 半径 的 球体 ， = (&1,&2,63) e Vat 是 球 内 的 点 ， 


(和 一 zl1)2 十 (e 一 Z2)2 十 (6 一 Z3)2. 


证 明 令 下 三 17 W(x ) 三 五 M1 (zat) 则 由 六 EC2 可知,，W(z,t1)€ C2， 
于 是 由 定理 2.2.2 可 知 ， 不 (z 国 ) 满足 初 值 问题 


区 —a:AW =0, zeR’,t>0, 
Ot 
WwW . 
WB | 人 E 卫 . 
oOtl | =0 


另 一 方面 ， 由 政 (z) 石 ) = My,(z,ati) 可 得 
t .1 
蓄 ( 光 ;好 三 了 (t 一 T)AP (za 人 tt 一 7T))d7 三 | Wl(z,t — 7)dr7, 


0 J0 


将 上 式 关于 t 求 导数 ， 得 


Ou t OW (x,t—7) /于 全 
= 二 dr= /| 一 一 一 一 d7， 
可 W(x,t + BF d7 和 A dT 


再 对 上 式 关 十 + 求 导数 ， 得 
Ou OW [ OW 
一 本 | 4 dT 
r=t ( 


Of? ot ) Of 
jp pt 
| +o / AazW (zt = 7)dr 
Ot li=0 ho 


.| 
= jz 人 十 性 As | | W(x,t—7) dr| = a Azutt f(z,1), 
J0 


从 而 
Ou 
ul1=0 一 0, A = 0. 


二 全 
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综 上 可 知 ， w(x,t) € C” 为 初 值 问题 (2.2.8) 的 解 ， 并 由 球 平均 函数 的 定义 得 


下 (和 二 [ (t—7)My, (zx,a(t —7))dr 


0 


1 上 1 
= 人 rye // f(é€,7)dS 


|é—z|=a(t—7) 


i 
at 并 (总 直 一 一 一 
| | | ne dSdr 
47a- ., 咯 六 


| 一 z|=7 


Ce 
/ne déidé» dé3, 
dra 


其 中 > = alt 一 7). | 
通常 把 表达 式 (2.2.9) 的 右 端 积分 称 为 推迟 势 . 
综 上 所 述 ， 利 用 全 加 原理 可 得 如 下 定理 : 


定理 2.2.5 设 p(x) e C3( 了 3),， w(x) € C2(R3), f(z,t) ecC2(@), 则 由 表达 式 


1 DFTl 1 1 / 
加 让 fi 

u(xz,t) Zn Bi [:/ yp(é) d5| 一 由 (ds 

Ss Dal 
(= 
ral /ff hay wa 

4702 J J. 六 

Va 


确定 的 函数 u(z,t) 属于 C*(Q), 且 是 定 解 问题 (2.2.1) 的 解 ， 其 中 


Q= {zt)| reER,t>0}, r=Ve -r+ 72) + (6 — 3). 


当 f(z,t) 三 0 时 ， 利 用 球 坐 标 可 将 公式 (2.2.10) 写 为 


UT1, Lo, T3,1) = 二 | 三 fv 3) sin dodw 
十 二/ WE, ,£3) sin0 d0 dy. [22.11) 


其 中 


& = TI +atcosysing, 
& = 2 + atsiny sing, 
上 aa 三 23 二 atcos0 (0<v 2r,0<0<7). 


公式 (2.2. 11) 通常 称 为 三 维 Poisson 公式 ， 


2.2 高 维 波动 方程 的 初 值 问题 “57. 


2.2.2 ”二 维 波动 方程 的 初 值 问题 
利用 类 似 于 上 一 段 的 讨论 方法 ， 求 解 一 般 的 二 维 波动 方程 初 值 问题 
本 一 0 Au = f(x1, x2,t), (x1, 72) € R*, +t > 0， 


Ou | (2.2.12) 
u(T1, 72,0) = p(T1, x2), lS (zl 72), (7T1, 72) € R’, 
也 可 先 求 如 下 的 初 值 问题 
i (zx1, 72) € R?, t>0, 
O22 b (2.2.13) 
u(x1, z2,0) = 0, = V(r1, T2), (x1, 22) € R? 
Ot lt=0 


的 解 ， 然 后 利用 登 加 原理 及 定理 2.1.1, 就 可 求 得 初 值 问题 (2.2.12) 的 解 . 
先 来 分 析 初 值 问题 (2.2.2) 的 解 . 由 式 (2.2.5) 可 知 ， 上 半球 面 马 的 方程 为 


y3=7z3+ Vlat)*—r? (0g<r= Vy -7r) +(y 一 7Z2) 世 at)， 
故 面 积 微 元 为 
/om om z 
dS = /+ ( Do) 基 ( | dyidyz = nn ti his, 
于 是 由 曲面 积分 的 计算 方法 可 得 


Ni* (yi,Yy2,Yy3) dS = Iw V1, V2,Y3) re er 


7 所 Qt 
同 理 ， 由 下 半球 面 兄 的 方程 
y3 = 13 — V(at)? —r? (0<r= 


(yi — z1)2 + (yz 一 Z2)2 < at), 


可 得 


/rw V1,Y2,Yy3) d9 = Hl VY1, Yy2,Y3) J dy1dy2. 


reat 


ee 当 少 不 含 变 其 zs 时 ， (2.2.5) 式 可 写 为 


一 了 了 1 人 Mis y2) )ds = 人 VY1,， V2) ) d9 十 jw y1,Y2) 
Ta 


|v— 本 本 at 
2at y2) wl? ee 


wdo = ma) Hes 


故 wu 也 不 舍 za， ee 可 知 ， 当 (zt1, 72) e C* 时 ， 
VY Y2) V1, y2) 


TT 
Why sm -me er V (at)2 一 7 


了 dyi dy2， 


dyidy2 
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为 初 值 问题 (2.2.13) 的 解 ， 其 中 7 = Vy 一 21)? 一 (yz 一 72)>. 
利用 稚 加 原理 及 定理 2.1.1 可 得 如 下 定理 . 
定理 2.2.6 若 p(x1,7x2) € C3(R2), vri,r2) € C2(R?), f(ri,z2,t) € C2(0). 
则 由 表达 式 


1 / U 人 (1 Yy2) 
u(z1, LT2,1) ] 一 -一 一 | 
Le 27a 元 可 | 几 汇 | 四 27a |/ (a 有 2 一 7 可 
了 Tor 


ro) 


fa yy) 一 (2.2.14) 
+ ra J 2( — 7)? 


pp z2) 
二 at | 


确定 的 函数 u(z1,2z2,t) 属于 C?(@), 且 是 初 值 问题 (2.2.12) 的 解 ， 其 中 马 i'”” 是 
以 点 (zl,zz) 为 心 、 at 为 半径 的 圆 盘 ， 


Q 一 {(z1, 72, +) | (L132) € R?,+ > 0}, 一 


( — z1) + (y2 — T2)?. 


当 f(z1, 72, en 利用 极 坐标 可 将 公式 (2.2.14) 写 为 


(Zi 2 Z2 十 7rsinb0) 
t) 人 rd0 dr 
U(X1, T2, = 元 - 去 a fs J do0 di 


27 | SO0. 2 sin ? 2 
a 人 (并 市 CO 他 2 ) rdg dr. (222.1 


V(af)2 一 7 V(af)2 一 7 


公式 (2.2.15) 通常 称 为 二 维 Poisson 公式 . 
上 述 这 种 由 三 维 空间 初 值 问题 的 解 导 出 二 维 空间 的 解 的 方法 称 为 降 维 法 . 其 基 
本 思想 是 将 二 元 函数 视 为 三 元 函数 . 利用 降 维 法 可 由 (2.2.14) 式 推出 (2.1.6) 式 . 
由 表达 式 (2.2.10) 或 (2.2.14) 可 以 证 明 , 满足 定理 2.2.5 或 定理 2.2.6 条 件 的 初 
值 问题 (2.2.1) 或 (2.2.12) 的 解 是 唯一 的 . 


例 2.2.1 求解 初 值 问题 


Ou ， 
| Fr- a Au = 0， (x1, 22, 73) € R’, + > 0, 
u(x1, TX2, 73,0) = 2 下 2 一 £3, = Tr, (Tl, 3) € R'. 
1=0 
解 首先 利用 降 维 法 ， 由 D'Alembenrt 公式 可 知 ， 三 个 波动 方程 的 初 值 问题 
Ou; ,Ou 
二 一 二 0，:xx; ER,t 0. 
Br a Br 0， Xi E > 
， 0) ) Ou; 0 c 民 
LilTi, 二 Ti = = i 
Ot li=0 , 


的 形式 解 (i = 1,2,3) 为 


1 ') » 人 ,9 
Wi(vi, t) = 3 [x; 十 at) -十 (2 一 at)”| 三 六 ?证 


ee 


其 次 ， 由 Poisson 公式 (2.2.15) 可 知 ， 二 维 初 值 问题 
Oua 汉人 D244 


(x1, 72) € R?, t>0, 


Ot? Or? Oz3 

Oua < 
ua (T1, 22,0) = 0， 一 一 一 io2， (1, 2 
1(T1, 72,0) By ln (x1,T2) ER 


的 形式 解 为 
= zi) 
0 


二 sr i rdo dr 
27a 0 (ao 四 2 一 72 


2 


rdg dr 


外 人 
0 V(at)2 一 72 V(at)2 一 72 
at 


人 二 0102t， 


人 


其 中 
(ZT1+rcecosO)(r2 二 rsing0) = viz2 + TI7 SINQ + Tor COSO+ r2 cos0 sinO, 
zir sing ot TI172 2 
广 [ -i / [00 | 四 = 志 
V(at)2 一 Van 一 7 0 (at)2 一 72 0 


zor i r2 cos0sing 


at at 27 
10 dr = 0, 
/ [ V (at)? A 人 0 (at)2 一 72 
利用 县 加 原理 可 知 ， i 
UV To, t) = x2 十 ws 十 x3 十 3a2t12 + zr1r2t. 


上 述 这 种 将 一 维 初 值 问题 的 解 或 二 维 初 值 问 题 的 解 视 为 三 维 初 值 问 题 的 解 的 
方法 也 称 为 降 维 法 . 


一 天 一 qd0dr>=0， 


习题 2.2 
2.2.1 求解 下 列 波动 方程 的 柯 西 问题 : 


— aAu=0, (x,y)€R’,t>d0, 
(1) 


wm 0) = (e+) | 0 (ny) eR 
a (z,y) € R’, t>0, 
¢ Ot? 
(2) Ou 2 
u(r 0) =. 3 + 25; 字 | =0, (z,y)ER’; 
Ot li=0 


Ot? 
Ou 


ny2 ‘ 
On _ a:Au =0, (rx,vy,z) ER’,t>0, 
(3) 
ot 


=0, (xz,y,2)€ 了 ; 


ted 


u(r, yz)0) = 2" + yz, 
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Ou 3 | 
rei 2Aw = 2(y -1), (x,y,2) ER',t>0, 
(4) Ou 了 < 
u(xz,y,z,0) =0, 一 一 一 2 十 yz， (X,Yy,2)€ 及 2; 
Ot |t=0 
一 Au=0, (rz,y,z2)€ER’,t>0, 
(5) 和 Ou : 
u(x,Yy,20) 一 ec， 一 3 aestz+y+s1， (zt 2 E 了 2 
Ot li=0 


其 中 a 为 实 常数 . (提示 利用 第 1 章 第 1 节 习 题 1.1.7) 
2.2.2 利用 降 维 法 ， 由 三 维 Poisson 公式 或 二 维 Poisson 公式 ， 导 出 弦 振动 方程 初 值 问题 解 
的 D'Alembert 公式 . 
2.2.3 写 出 三 维 齐 次 波动 方程 的 所 有 一 次 和 二 次 多 项 式 形 式 的 解 . 
2.2.4 证 明 : 也 数 
到 (元 多 大 一 


在 锥 体 {(z, 思 六 | 妇 十 内 < (人 ER +t>0} 中 是 二 维 弄 次 波动 方程 的 解 
2.2.5 如 果 wu(z,y,z,t) 是 三 维 波动 方程 初 值 问题 


En Av = 0, (x,y,2) € R’, t > 0， 


u|,_o = P(Z) + g(y), 
的 解 ， 试 求解 的 表达 式 . 
2.2.6 如 果 u(x1,72,3,t) 是 定 解 问题 
| Ou —a Au=0, (zi,x2,73) € R’,t>0, 


Ou i 四 ， 
Et ,0 = + pz), (zx.y,2) ER 


Ot? 
由。 = p(7), 3 ,0 = PT), (T12223) € 有 
的 解 ， 试 求 u(z1, 72,73,t) 的 表达 式 ， 并 求 lim wu(z1,z2,T3,t), 其 中 += 
2.2.7 求解 初 值 问题 


| -a a Au—cu=0 (ry) eR,t>0, 


Ot? 
u(t,Yy,0) = yp(z,y), =w(r,y), (ry) eR’, 
t=0 


其 中 c 为 常数 . (提示 作 代 换 v(x,y,z,t) = er? w(x,y,t), 转化 为 v(x,y.z,t) 的 定 解 问题 . ) 


2.3 ”一 维 波动 方程 的 混合 问题 ”分离 变量 法 


分 离 变量 法 又 称 为 驻 波 法 和 Fourier 方法 ， 它 是 求解 偏 微分 方程 各 种 混合 问题 
和 边 值 问题 的 一 个 重要 方法 ， 其 基本 思想 是 把 解 偏 微分 方程 问题 转化 为 解 常 微分 
方程 问题 ， 它 不 仅 适 用 于 波动 方程 ， 而 且 也 适用 于 热传导 方程 、 Laplace 方程 ， 以 
及 某 些 形式 更 复杂 的 方程 或 方程 组 .在 这 一 节 将 以 两 端 固定 的 一 维 纺 振动 方程 的 
混合 问题 为 模型 ， 阐 述 分离 变 最 法 的 解 题 过 程 、 理 论 基 础 和 它 的 物理 背景 . 


2.3.1 ”问题 的 化 简 
对 于 一 维 波动 方程 的 混合 问题 


Ou 2 D24 
Bio gam™ {rt), 0O<z<L,t>0, 
(1) Yaw,0) = 9(0), | =wz)，0<zsl 
ot t=0 


u(0,t) = W(t), wll,t) = 12(t), t>0 
的 求解 ， 利 用 县 加 原理 ， 可 以 分 别 求解 下 面 的 三 个 混合 问题 


Ou ,O21u 

re i 0Q0 必 于 之 上 4 0， 
(1) U(x.0) 三 p(E), =V(r),0 < rl, 

t=0 

wu(0,t) =0, db =0 t20; 

Ou ,O22u 

Bi Ba = fj Ushi 
(HH) wt(z,0) = 0, a 过 哆 区 4 

wu 人 (0 人 三 0 wl = i120 

Ou 2O°u 

一 a oz 二 亚运 人 去 0 
pr C 0, 0O0<z<l, +> 
0 

(NW) w(x,0) = 0, A 0 0 过 如 过 让 


u(0,t) = p(t), ull,t) = p2(t), +t>0. 
如 果 ww、uz、us 分 别 为 混合 问题 (I) 、 ( 亚 ) 、 (TW) 的 解 ， 则 


VU= Ul+ V2 二 U3 


为 混合 问题 (I) 的 解 . 

类 似 于 第 1 节 中 的 讨论 ， 关 键 是 求解 混合 问题 (了 I), 即 两 端 固定 的 有 界 弦 自 由 
振动 的 混合 问题 ， 因 为 在 下 面 可 以 看 到 ， 混 合 问题 ( 王 ) 和 (IV) 都 可 以 归结 为 混合 
问题 (I) 来 求解 . 

2.3.2 ”分 离 变量 法 
对 于 定 解 问题 (I), 即 齐 次 方程 及 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 


Ou 924 (2.3.1) 

ao- =0 OO<s<lt>0, , 

ot2 Or? g 

ue,0) = p(n), P| =e), 0<#<b WE 
=0 (2.3.3) 


u(0,t) =0, wll,t)=0, tz0, 


我 们 先 利用 分 离 变 时 法 求解 上 述 定 解 问题 的 形式 解 . 
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假设 方程 (2.3.1) 存在 关于 z 和 变量 可 分 离 形式 的 非 零 解 ， 即 
WB t) = (WDE), 


其 中 X(z) 与 T(t) 为 待定 函数 . 此 时 , 如 果 利 用 定 解 条 件 能 求 出 函数 入 (x) 与 T(t). 
那么 我 们 就 找到 了 上 述 定 解 问题 的 形式 解 . 

下 面 利用 定 解 条 件 来 求 函数 (7) 与 T(t), 求解 过 程 分 为 以 下 三 步 : 

第 一 步 ， 求 方程 (2.3.1) 满足 边界 条 件 (2.3.3) 的 变 基 可 分 离 形式 的 非 零 解 , 

将 u(z,t) = 六 (Zz)T(t) 代入 方程 (2.3.1), 得 


X(T eX (wT(t) = 0, 


并 对 于 使 (x)T(t) 关 0 的 点 (x,t), 分 离 变 基 得 
X"(z)  T"(#) 
X(z) TE) 
由 于 上 式 左 端 是 关于 x 的 函数 ， 右 端 是 关于 的 函数 ， 故 为 使 上 式 成 立 ， 两 端 
必然 等 于 某 个 常数 . 设 这 个 常数 为 -入 则 有 
Xu) _ 


X(z) eT 加 


即 
T(t) + a:AT(t) = 0, 
X"(r) + AX(z) = 0. 


根据 边界 条 件 得 
X(OT( = X(NT() = 0, 


又 由 wu(z,t) 是 非 零 解 可 知 ,T( 关 0, 则 有 
X(0)=X(O) = 0. 
这 样 对 于 任意 一 个 具有 变量 分 离 形式 的 非 零 解 = X(z)7(0, 其 T(t) 应 满足 
7 上 十 a2XT( 三 0， (2.3.4) 
而 X(z) 应 是 齐 次 边 值 问题 


| X"(r)+AX(t)=0, 0<x<l, 


| (2.3.5) 
X(0) = X()=0 


的 解 ， 为 此 引入 特征 值 和 特征 函数 的 定义 ， 


定义 2.3.1 使 常 微分 方程 齐 次 边 值 问 题 (2.3.5) 具有 非 零 解 的 那些 和 值 ， 称 为 
这 个 边 值 问题 的 特征 值 或 固有 值 ; 对 应 的 非 零 解 称 为 对 应 于 这 个 特征 值 的 特征 函 
数 或 固有 函数 ; 寻求 常 微分 方程 齐 次 边 值 问题 (2.3.5) 的 所 有 特征 值 和 特征 函数 的 
问题 称 为 特征 值 问题 或 Sturm-Liouville 问题 . 

第 二 步 ， 求 特征 值 问 题 (2.3.5) 的 非 零 解 ， 及 相应 T(t) 的 表达 式 . 

由 于 方程 (2.3.5) 的 通 解 形式 随 和 的 取 值 而 定 ， 以 下 分 三 种 情况 讨论 . 

1. 当 和 <0 时, 方程 (2.3.5) 的 通 解 为 
V 一 Xz 


XI(zZ) = cie 一 V-》az， 


由 边界 条 件 得 到 关于 c! 和 c2 的 线性 方程 组 


X(0)=a+c2=0, 
XD =o M46 VN 0 


十 C2@ 


由 于 该 线性 方程 组 的 系数 行列 式 
1 Ll 
eV 一 入 e 一 V 一 和 ! 
故 解 得 cl = cs = 0. 即 X(z) 三 0, 此 时 特征 值 问题 (2.3.5) 没有 非 零 解 . 
2. 当 入 =0 时 ， 方 程 (2.3.5) 成 为 


-vc _ ev-A 0, 


二 8 


由 边界 条 件 得 到 


X(D) = e+ cal = 10; 
解 得 ci = cz = 0, 即 针 (zx) 三 0, 此 时 特征 值 问题 (2.3.5) 没有 非 零 解 . 
3， 当 入 >0 时, 方程 (2.3.5) 的 通 解 为 
X(T) = cl COS VAz + co sin VAM, 
由 边界 条 件 可 得 
X(0)= c=0, 
X(l) 三 cl Cos VA + co sin VA = 0, 
解 得 c = 0, cz sin VAl=0. 
要 使 X(z) 不 恒 为 零 ， 必 须要 求 c2 关 0, 故 有 
sin VA = 0, 
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于 是 解 得 


={ 于 ] ， 二 (2.3.6) 
相应 的 特征 函数 为 
X, (7) = sin ye (2.3.7) 
再 将 (2.3.6) 代入 到 (2.3.4) 中 ， 求 得 
T= to8 —— 直 二 Bi sin 一 es (2.3.8) 


从 而 方程 (2.3.1) 的 全 体 非 零 解 (一 列 变量 分 量 形式 的 特 解 ) 为 
Uni(Bt) aE (4， COS -一 t 十 已 Sin 二 1)s sin 六 三 2 
其 中 Mn Bn (n = 1, 2,: *) 为 待定 系数 . 
第 三 步 ， 利 用 合 加 原理 求 定 解 问题 a 的 形式 解 . 
把 所 有 的 特 解 人 人 0); Wy 全 加 起 来 ， 
条 Wa 0 >、 (4， COS 一 -一 A 


=1 7 一 1 l 
如 果 上 述 级 数 在 区 域 @ = {(z,t) 10< xg1,+t>0} 上 收敛 , 且 关 于 变量 x 和 

t 可 逐 项 微分 两 次 ， 由 谷 加 原理 可 知 ， 函 数 
-t+ B, sin 一 让 si 一 (2.3.9) 


三 Sy n(x,t) = > (4 COS 


7 一 1 n=1 


nn 
t+ B, sin om 1 3 帮 ， 


满足 方程 (2.3.1) 人 2.3.3). 


u(x,0) = p(x) = YA, sin z, 
7 一 1 
夫人 (区 二 人 (二 二 Vv Bn sin 1 1 
02 世 
根据 Fourier 级 数理 论 ， 4,, 和 一 B, 分 别 是 etz) 和 w(x) 的 Fourier 正弦 展开 
式 的 系数 ， 从 而 
2 
a 三 i P(E) sin : dE， 季 三 2 
ee (2.3.10) 
2 .Nn 
B=— | vv)sin—é€ dé, n=1,2,... 
nana Jo 1 


将 其 代入 (2.3.9), 就 得 到 混合 问题 (2.3.1) 一 (2.3.3) 的 一 个 级 数 解 ， 它 只 是 定 解 问题 
(2.3.1) 一 (2.3.3) 的 一 个 形式 解 . 

为 保证 由 (2.3.9) 及 (2.3.10) 确定 的 定 解 问题 (2.3.1) 一 (2.3.3) 的 形式 解 就 是 古 
典 解 ， 初 值 函数 p(x) 和 w(x) 应 满足 什么 样 的 定 解 条 件 ? 
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2.3.3 ” 解 的 存在 性 


定理 2.3.1 ( 解 的 存在 性 ) 


着 wp(z) EC [0 WwWz) ecC2[0 可 以 及 2(z)、VW(z) 在 区 域 信 的 角 点 (0,0)、(1,0) 
处 满足 相 容 性 条 件 


p(0) = ¢() = "(0) = 9"(D) = (0) = w() =0, 


则 由 表达 式 (2.3.9) 及 (2.3.10) 所 确定 的 函数 u(x,t) 是 定 解 问题 (2.3.1) 一 (2.3.3) 的 
属于 C2(@) 的 解 ， 其 中 人 ={(z, 引 0&2<1,t>0). 
证 明 令 
Ps (px cos TE t+ wsin 72 sin Tz, os 
其 中 


2 /! .Kr 
pr=7h vOsinT dé, hob, 
0 


2 7 .kn | 
w=7h Osn Téa k= 1,2,.:: 
将 ur (7,t) 关于 zz 及 +t 求 偏 导数 得 


Our knxa . kna 1 KTTQ .kn 
Br 二 ed ra SI 
Ox knra\? kna 大 Ta kn 
D3 = = (px COS i 2 pp sin 一 Sin 一 一 1) 7, 
Ouk kn kna l kn KT 
ee 7 (px Sin 一 -一 1 t+ Eh COS 和 +) COS 7 WV 
Ou kxr\2 kra 1 kna\ . kn 
(7) (pe COS z 二 Kray sin 区 外 sin 下 WE 
于 是 
l 
lus (rs | < lienl + SE < Monl + lal), 


< < 工 T(tort stl) « M (klpxl| + Iwxl), 
< 7 (losl + 3 二 bl) < M(klprl + Je) 
| I (eto + 二 站 < M(KIonl + Rll) 
| 的 (Ionl+ 二 Kx|) < M(k?|prl 十 对 Wi)， 
/4 2 1 
其 中 M = max {1, 二 本， -于 I 本 = 上 
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另 一 方面 ， 由 p(xz) EC [0 由、 wz) € C7[0,], 并 根据 相 容 性 条 件 及 Fourier 级 
数 展开 理论 可 知 ,级 数 > 霹 Iwr| 和 2 klwr| 均 收 化 ， 故 由 比较 判别 法 可 知 ， 级 数 
学 二 


Ip, Sklon, ,Sw 

R==1 k= 二 1 ks=1 kl 

也 都 收敛 ， 从 而 由 上 述 估 计 式 可 知 ， 级 数 
Se Our. on O2ux. 


Rd or 这 Ot2 包 砚 ， 这 Oz? 


k==1 


都 在 = {(z,t) 10 < xz < 1, tz0} 上 绝对 一 致 收敛 . 
综 上 可 知 ， 级 数 
oo kn 


ul(z,t) pe (Wf 到 | CO: t 二 一 — : 一 一 / i -让 i1 1 
L 一 杞 全 s Kna EL Sina 一 一 多 
; a 人 一 PE 1 et Pk 7 1 


的 和 函数 属于 C2?(@), 且 u(z,t) 关于 xz 和 + 可 逐 项 微分 两 次 ， 并 由 


Ou Ou 
Ot? Or? 
可 得 
Ou oo Ou 


即 w(x,t) 适合 方程 (2.3.1), 由 


Do 大 DO » 
p(T) = >》 wk sin zr, VT) = wr sin 总 
| l 人 一 1 l 
knxa /KG 人 . kx 
Wk (TE) 三 (px COS t 十 Er k SIN 天 1 SIN 区 本 1 
可 知 ， 对 Vx € [0,4], 有 
(zx, 0) = 工 | lim wg (5, £) = uk (72, 0) = > psin ST = = w(x), 
k=] P= J 类 三 1 
Ou 00 ,Oux(z,t) 要 Oo kn 
| = 0 8 eo = 二 We 
即 w(x,t) 适合 定 解 条 件 (2.3.2) 及 (2.3.3). | 


最 后 我 们 指出 用 分 离 变 其 法 解 齐 次 方程 齐 次 边 值 问题 可 以 分 成 四 步 : 
第 一 步 ， 分 离 变 其 ， 将 偏 微分 方程 问题 化 为 常 微分 方程 问题 ; 

第 二 步 ， 解 特征 值 问题 ， 求 偏 微分 方程 的 特 解 ; 

第 三 步 ， 将 所 有 的 特 解 登 加 起 来 ， 得 到 定 解 问题 的 形式 解 ; 

第 四 步 ， 当 定 解数 据 满 足 一 定 条 件 时 ， 验 证 形式 解 确 实 是 解 . 


对 于 定 解 问题 (2.3.1) 一 (2.3.3) 也 可 以 采用 对 称 延 拓 法 求解 . 
首先 将 初 值 p(x), w(x) 对 称 延 拓 成 奇 函 数 @:(z),， 亚 :(z), 即 


Lo 一 <2Z 芯 0， ee -ll<xz<0, 
Bi1(7) = Vi(w) 三 

p(x), 0O<z<g), V(r), 0<z<), 
再 将 1(x), 亚 1(z) 延 拓 成 以 21 为 周期 的 周期 函数 B(xz), 亚 (z), 即 


@(z) = Bi(z+2kl), 2kl—l<zr<2k+l, keZ, 
Vz) = Tir+2k), 2kl—-l<zr<2k+l,kery. 
WM (2 r) 为 初 值 ， 由 D'Alembert 公式 可 得 初 值 问题 的 解 为 


Z 十 at 


Ul(z,t) = 3 [更 (z 二 at) + B(z—at)]+ + 去 上 亚 (6) dé, 


一 Qt 
可 以 证 明 U(z,t) 关于 z 既是 奇 函数 也 是 周期 为 2 的 函数 ， 所 以 在 区 域 8 上, 令 
wd) = UB St); 
那么 由 此 得 到 的 v(z, 必然 满足 混合 问题 (2.3.1) 一 (2.3.3). 
从 这 个 表达 式 可 以 看 出 ， 定 理 2.3.1 中 关于 w 和 的 光滑 性 条 件 要 求 可 以 减 
弱 为 p(x) € C?[0,1], v(x) € C1[0,1]. 
例 2.3.1 求 两 端 自 由 的 弦 振 动 方程 混合 问题 


2 
Oh 0 OB<Lts0 


at ® Bz 2 

uz,0) = p(t), P| = wr), 0<# < 
ot t=0 

Ou Ou 

OT jz=0 由 OT lz=/ 


解 第 一 步 ， 设 该 方程 具有 变量 分 离 形式 的 非 零 解 
u(r,t) = X(r)T(t), 
将 其 代入 方程 中 ， 并 利用 边界 条 件 可 知 ， T(t) 应 满足 方程 


T"(t) + eAT(t) =0, +t>0, (2.3.12) 
而 X(z) 应 满足 特征 值 问题 
X"(x)+AX(z)=0, 0<z<L, (2.3.13) 
X'(0) = X’'(l) = 0. 


第 二 步 ， 解 特征 值 问 题 ( 
ww A < 0 时 ， 类似 于 定 解 问题 (I) 的 推导 ， 特 征 值 问题 (2.3.13) 没有 非 零 解 
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当 入 = 0 时， 方程 (2.3.13) 的 通 解 为 
入 (Z) 三 cl 十 co0， 
由 边界 条 件 得 到 
X'(0) = X'D) = ca = 0, 
从 而 Xo(z) 三 1 为 特征 值 问题 (2.3.13) 的 非 零 解 . 
当 入 > 0 时 ， 类 似 于 定 解 问题 (I) 的 推导 ， 可 得 特征 值 为 


2 
六 三 (也) 5 


相应 的 特征 函数 为 
Xn(Z) = cos se 入 三 1] 多. 


1 
把 入 = ( 坚 ) (n = 0,1,2,.…….) 代入 (2.3.12), 得 


Ta 


Tu = C4 Dat, T= C0 i DD sha 二 


l 
其 中 Cn， Dn (n = 0, 1,2,.- *) 为 待定 系数 . 
综 上 可 得 ， 原 方程 的 全 体 非 零 特 解 为 
uo(Z, ts Co 十 Dot., 


TT 


nma . Nna 
wa (人 cos 一 上 十 D,, Sin 一 -一 1 COS 本 痪 寻宝 


1 1 
这 里 Cn, D, (n = 0,1,2,.- ") 为 待定 系数 . 
第 三 步 ， 把 所 有 的 un(z,t) (n = 0,1,2,…) 县 加 起 来 ， 得 


u(x,t) 三 Co 十 Dot 十 人 COS — t+ DD, sin + COS 本 并 。 
荐 三 江 

为 使 函数 u(z,t) 满足 初始 条 件 ， 系 数 0，D, 应 满足 

p(T) 三 vi-o 三 Co 十 On COS 了 7， 
el 

plz) Ou 万 下 本 到 J LT 
VT) 三 一 一 = 三 = 1 COS 一 一 必 ， 
Ot li=0 A a 

于 是 解 得 

Co = 7| P(E) dE, On,=— / pl(é) cos 一 de 《是 二 四 国信 了 
Lfo i ho 1 


1 六 攻 
Do = 了 | WE) dt, 也 ,= [ WW(E) cos taé m2, 
“J0 0 


mma 


将 其 代入 式 (2.3.14), 可 得 此 混合 问题 的 形式 解 . 


(2.3.14) 


ee 2.3.1 的 证 明 ， 如 果 w(z) s C”[0,] wz) es C?[0,1], 且 适 合 相 容 性 条 
件 vv = VW (1) = 0, 则 上 面 求 得 的 函数 ul(zx,t) 是 该 
pep Q) 的 解 ， 其 中 


QOQ= {D0<s<l 10). 
例 2.3.2 求 一 端 固定 、 一 端 自 由 的 弦 振 动 方程 混合 问题 


Ou 20u 
Br © Br 三 0, OQ<w<l, tS 0， 
h Ou 
u(z,0)=77z, | =0, 0gzg), 
u(x,0) 1 本 | 0，0 冬 2 芯 / 
u(0;t) = 0, Ou 一 0，ty>0 
Dr jz=/ 


的 形式 解 . 
解 第 一 步 ， 设 此 方程 具有 分 离 变量 形式 的 非 零 解 
u(x,t) = X(z)Tt). 
与 例 2.3.1 完全 类 似 地 可 得 到 T(t) 应 满足 的 方程 为 
TW 亲生 不 和 全 二 £30 
而 六 (zx) 应 满足 的 特征 值 问题 为 
Xz) + AX(z)=0, 0<z<l, 
ee 
第 二 步 ， 解 上 面 的 特征 值 问题 ， 求 出 全 体 特征 值 和 特征 函数 及 相应 的 T(t). 


类 似 于 前 面 定 解 问题 [的 推导 可 知 ， 只 有 当 和 > 0 时 特征 方程 有 非 零 解 ， 此 时 


特征 方程 的 通 解 为 
X(1) = Cl1 COS VAz+ C2 Sin VAr， 


并 由 X(z) 的 边界 条 件 可 得 
X(0)=€1=0 XD)= VAc» cos VM — VA sin VAL = 0. 
从 而 cl = 0, cz cos VAM=0. 
因为 X(z) 是 非 零 函数 ， 所 以 必 有 c2 关 0, cos VX = 0, 即 


, < 2 
A [| nn 本 全 
21 


于 是 相应 的 特征 函数 为 
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将 和 n= [|] (=1,2,…) 代入 关于 了 (1) 的 方程 中 ,得 


(2n — 1)an (2%n = Dar, 


T(t) = An cos bt 已 ,Sin 本 


其 中 An, B, (n = 1,2,°. ) 为 待定 系数 . 
综 上 可 知 ， 此 定 解 问 题 的 非 零 特 解 为 


27 — 
人 二 [4 COS ne 


1 一 人 


i (27 — 1l)an | EE (2n. — 1)7 
其 中 2 已， (7 = 1,2,- ) 是 待定 系数 . 
第 三 步 ， 把 所 有 的 ， btn tb 一 0. 区 .1 站 加 起 来 
9 (27 一 1)ar (27 一 om， sh (2n 一 Dr 


u(x,t) = bP [4 COS ot 十 B, sin 柯 


由 初始 条 件 可 知 ， 系 数 4,,、B 应 满足 


f oo 2n—1 
uli=0 = oe = > A,sin (2 


n=1 2l 
Ou 2 (27 一 > (27 — 1)7 
| =- ee heh sin a 工 ， 
于 是 解 得 
2 fh (2m 一 1)7 (—1)"+18h 
4,, 三 一 eg sl pt 1 re 骂人 一 0 2 
1 | 1 1 ede (27 — 1)*7? ie 


综 上 可 知 ， 所 求 定 解 问题 的 形式 解 为 
oo (1)"+i8h [2% — Dar, (2n — 1) 


| el 本。 = ee i 
u (2 ) Py (2n 1)273 COS 阿 SInN 3] 
2.3.4 解 的 物理 意义 


济 守 和 宙 沼 男 定 的 有 界 弦 的 自由 振动 的 物理 模型 ， 可 归结 为 混合 问题 (2.3.1) 
(2.3.3), 它 的 形式 解 可 以 由 级 数 (2.3.9) 表示 ， 而 它 的 通 项 可 写成 如 下 形式 


kn 
ur (r,t) = (Ax sin i t+ Bi cos 0 1 sin 本 


a 
= Ni sin(wrt + On) sin 7 2 


本 : 大 B 
其 中 Ni = VA 让 Bi, tk 三 -下 Ox = arctan 于 


形 如 Nisin(wnt 十 64) 的 函数 表示 一 种 简 谐 振动 ， 它 的 圆 频 率 为 w, 初 相位 为 
64, 振幅 为 Ni, 因此 


kA 
tt) = Ny sin Tsin(wrt 十 Ok) 


代表 这 样 的 振动 波 ; 在 所 考察 的 弦 上 的 每 一 点 以 同一 圆 频率 作 简谱 振动 ,其 相位 相 
同 ， 振幅 |Ni sin 一 z| 则 与 每 一 点 的 位 置 > 有关 
在 使 sin Ty 三 土 1 的 点 


2710 十 1 
《 一 一 一 Se 1 sws Wi 
L DF (m = 0, 1, ,上 一 1) 


处 ,振幅 |N sin 他 z| = Ns 达到 其 最 大 值 ， 这 些 点 称 为 振动 波 uk(z, 的 腹 点 ， 
或 称 为 波 腹 ， 而 在 使 sin “x = 0 的 点 / 


+= n=0,10… 


处 振幅 |Ni sin “Cz| = 0, 这 些 点 称 为 振动 波 wetz,b) 的 节点 ， 或 称 为 波 节 ， 这 种 具 
有 不 随时 间 t 变化 的 节点 和 腹 点 的 波 ， 在 物理 学 上 称 为 驻 波 . 还 可 看 出 ， 驻 波 的 振 
幅 Ni sin 一 z| 随 芒 上 的 点 x 而 变化 ,但 圆 频率 wi( 当 k 固定 时 ) 只 与 弦 本 身 的 内 
在 性 质 (如 弦 长 1, 张力 7, 质量 密度 p) 有 关 ， 因 此 称 为 弦 的 固有 频率 ， 对 固定 的 
k. 振幅 和 相位 由 初始 条 件 决定 ， 而 圆 频率 与 初始 条 件 无 关 ; 

因此 ， 从 物理 学 上 看 来 ， 弦 的 振动 波 可 看 作 是 由 一 系列 圆 频率 不 同 、 相 位 不 
同 、 振 幅 不 同 的 驻 波 的 又 加 ， 即 


a i AN ， hr 
u(z,t) = > Ni sin(wrt + ok) sin 本 2 
k=i | 


所 以 分 离 变量 法 又 称 为 驻 波 法 ， 
2.3.5” 非 齐 次 方程 的 混合 问题 ” 齐 次 化 原理 
考虑 非 齐 次 方程 、 齐 次 边界 条 件 的 情形 . 我 们 用 特征 函数 展开 法 来 解 两 端 固定 


的 弦 在 外 力作 用 下 的 振动 问题 
~ 2 = Hz Ow < 
Wr, OFS 0, =0, 0<z&l, (2.3.15) 
Ot lt=0 


WO0,t) 0 wt)=0, tO. 
与 上 一 节 中 齐 次 波动 方程 初 值 问题 的 情形 类 似 ， 我 们 有 如 下 定理 : 
定理 2.3.2 ( 齐 次 化 原理 ) 如 果 W(z,t;7) 是 混合 问题 


Ou ~ Ou 
7 0 0<z<l,t>7, 
oOW 
WI(B, TF) =0; 一 一 = f(s,7), Ogw gb, 


ot b=7 
WI(0,t;7) =0, WI(l,t;7)=0, t>7 
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的 解 ， 则 函数 | 
vz, t) = Wi r,t rid 
u(Zz,t) / (Xx,t;7T) d7 
是 混合 问题 (2.3.15) 的 解 , 其 中 7 > 0 为 参数 ，f(z,7) EC2 上 且 /0,r) = Fr) = 0. 
定理 2.3.2 的 证 明 略 ， 下 面 仅 推导 混合 问题 (2.3.15) 的 解 的 表达 式 . 


令 五 = 一 站) 则 环 (z) = WW(z,t;7) 是 混合 问题 
OW ,OW 


Bt —a” Br 三 0 交 区 去) 有 有 六 0， 

ow 

W(x,0) = 0， 二 一 = f(x Tt), 区 必 
(示人 三 0 rr frrT), Oar 


W(0,t1) =0, W(ti)=0, 20 


的 解 ， 因为 flz,r) se C” 且 f(0,7) = f(L,7) = 0, 由 定理 2.3.2 可 知 ， 该 混合 问题 的 
解 存在 ， 且 可 表示 为 


Do 


W(z,t1) = >》 万 (7T) sin ti Sin 二 他 ; 
nl ) 
因此 
W(x,67) = > Bn(r)sin™—(t— 7)sin Tz, 
公示 
其 中 , 
| edn ee vl 
nna Jo 1 
利用 齐 次 化 原理 可 得 混合 问题 (2.3.15) 的 解 为 
oo t 
dt t) = 3 I/ Bn (7T) sin 人 一 7T)d7| sin 站 
n= 0 


在 flz,b ecC2 且 f(0,t) = f(1,1) =0 的 假设 下 ， 可 以 直接 验证 此 级 数 确实 是 
混合 问题 (2.3.15) 的 解 . 
例 2.3.3 求 非 齐 次 方程 混合 问题 
OW a ， 
=0 ss = Avsinwt 0O0<w< lt>0, 
Ot? Or? 


Ou 
u(x,0) = 0, ls = 0, 
u(0,t) =0, wu(ll,t)=0, t>0 
的 形式 解 ， 其 中 w > 0. 
解 由 上 面 的 公式 可 知 ， 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


oo 1 a 
(三 I/ B,, (7T) sin tt 一 T)d7| sin 二 
0 


PE 


自 芝 更 委 人 


2.3 一 维 波动 方程 的 混合 问题 “分离 变 二 法 


下 面 计算 B,(7). 


2 "| 
Bn,(7) = | AE sin wr sin a € dé 
0 


nma 
1 ls2. i114 
十 (一 ) sin 一 一 | 
Nn nm 10 


2A sinwr | i nn 


NM 


2.412 】 
Mi = (DG -=| B,(7T) sin 一 —T)d7, 
0 


则 当 n## 时 时 ， 有 


‘1 
. . Nna 
2 = | sinwT sin ——(t— 7)d7 
0 


1 
JW， 及 7mTQ 十 Lw nna nna— lw nna 
二 一 一 cos | 一 -一 一 7 一 一 一 008 | 一 一 一 7 一 一 一 引 |d7 
2 1 1 1 1 
Ml . Nna 
= 一 一 一 (ww Sin —t— nna sin wt ) 
[2w2 一 a2n2n? 1 


(一 TizT1247 
071272(12w2 一 0272272) 


[ 
当 n = 时 ， 有 
(TT 


.Nna . 
lw sin ee — Nna sin wt), 


1 
. .Nna 
B* = M,, / Sin wT sin 一 人 一 7T)d7 
J0o 


AM， 六 nna+t lw nnma nna— lw nn7a | 
到 -一 | 一 co0g|( 一 一 -一 一 一 上 |d7 
5 : [eos ( 1 T 1 1 cos ( 7 于 ) ) C 


1 


N\ 
= 一 一 (sin wt—uwt cosw! ) 
2w 


六 


= (—1)"+! -人 sina — wtcoswt), 
(OA “LU 
lw te 
fF 是 当 w 关 一 时 ， 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 
68 1 ntl9 Ay3 pe . Nn 
w(x,t) = (1w 2 nrasinwf) sin 7, 
,Zann (Bw? 一 0272272) l | 


当下 = 全 时 ， 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


,nn 
(sinwt — wt coswl) sin 和 


OO 


u(r,t) = > (二 天 PH 


n= 


an27n2w 
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2.3.6 ” 非 齐 次 边 值 条 件 的 混合 问题 
对 于 非 齐 次 边 值 条 件 的 混合 问题 


Ou 2 人 u 

Ba 0 3 =0 0xB<l ti 

uz,0) =0, P| =0 0<z<L Wy 
Ot lt=0 

u(0,t) = p(t), ull,t)= p(t), t20 


的 求解 ， 只 要 通过 未 知 函 数 的 适当 变换 把 边界 条 件 化 为 齐 次 的 , 就 可 以 用 前 面 的 方 
首先 作 函 数 代 换 
U(z,t) = W(t) + 了 [ia 人 — J1(t)], 
显然 U(z,t) 满足 (2.3.16) 的 边界 条 件 . 
再 作 函 数 代 换 
Vw =wu(v,t)— Uy, ty), 


如 果 jn(t)€E C? 及 jw2(t) eE C? 且 (zx,t) 为 非 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 (2.3.16) 的 
解 ， 则 V(z,t) 满足 下 述 混合 问题 


OV OV ~ 
Ha 0 = f(z,1), 公 过 站 关 0, 
ot2 & Or? 天 (二 车 方 ， 加 六 更 过 > 
2 OV ~ 
V(x,0) = p(7), = 人 WE) Ogre! 
Ot l1=0 


V(0,t) =0, V(t)=0, +>0, 
其 中 


根据 齐 次 化 原理 解 出 V(z,t), 从 而 非 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 (2.3.16) 的 解 为 
u(z,t) = U(r,t) + V(r,t) 
三 /ab 十 了 [at1) — y(t)] 


(4 cos ~ 


na 一 ,Nna ， 大 看 
t+ B, sin 一 一 1 Sill 一 一 x 
1 1 1 


OO 1 i 了 T 
十 》， 外 Bx* (7) Sin ead, = ndr Sin 本 省 
J0 


其 中 | 
ee 56sin 本 Edt， n= 1,2,.…, 
(Osin TT € dé, n= 1,2,.…, 


/7 
ee (€,7) sin 了 EE 由 二 下 
(I 


综 上 所 述 ， 对 于 混合 问题 (I) 、( 责 ) 及 (IV) 均 可 用 分 离 变量 法 求解 ， 且 其 解 
的 表达 式 均 为 三 角 级 数 的 形式 ， 利 用 全 加 原理 可 得 混合 问题 (I ) 的 解 . 


例 2.3.4 求 非 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 


Ou , Ou 

7 -Wm OE t,t, 
Ou 

u(rz,0) = 0,，— 各。 过 严 妆 人 

ut 人 (7;0) sy he 


u(0,t)=0, wl(ll,t)= Acoswt, t>0 
的 形式 解 . 
解 设 v(z,t) 为 该 混合 问题 的 解 ， 作 辅助 函数 


V'(g,t) 74 Coswt, 


代入 方程 得 
O2V 02V Aw? 
B® Ba th 0<z<l,t>0, 
4 oV 
17,0) = 一 一 02， 一 一 日 委 区 芝 : 
风 ot t==0 ; 
V(0,t)=0, V(l,t)=0, tz0, 
从 而 和 
V(z,t) = 7 4, cos 一 tsin “+ 条 万 * sin 一 7, 
信 二 :1 n=1 
中 
,| 
A = | (- ésin 了 dé, n= 1,2,.…, 
Th 
有 他 ] 二 | a € COS WT Sin i dé we dd 
” nrnajJo /! 1 
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. 76 - 
事实 上 ， 由 
! 2 吕 
nT l naz.1ll l 
me A ds a 1)*+1 
h ssn € dé | €c0s E+ -5 Sin | = 
可 得 
24 nn 24 nt1l 加 24 
4 2 | ssn eat=| | ' | 到 这 nn 
| 2 ! 
B;(7T) = cosor / csin 一 上 de 
0 
9 Aw? 2 2 
=| Aw coswT| 【 TDn+l [= cit COS WT. 
anln nn an27n? 
引入 记号 | 
MM, = (1 人 | 
an27n? 
则 


t + 
Br” = . 至: (7T) sin = TdT = nm, COS wT Sin tt 一 T)d7 
0 


JU 


Mn /nna, nna lw nna nrat+lw 
[可 (一 7) 十 sin (一 ss r)|dr 
0 


2 1 
2412w? nn lw 
_1 n+l1 — a 7) 一 一 
PT(L2w2 一 Q272272) [eoswt 0 4， 汪 QT 
Alw WwW 
(一 1 站 en 怖 三 a 
an? QTT 
综 上 可 知 ， 混 合 问题 (2.3. 16) 的 形式 解 为 
,24 TT 
W(t) = = TAcoswt 在 到 [CD cos t+ Bi sin x. 
Nn 1 L 


n=1 
对 混合 问题 (三 ) 通常 可 以 采用 以 下 解 题 步 怠 : 
第 一 步 , 把 变量 分 离 形式 的 解 代入 相应 的 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 ,可 得 到 相 
应 的 特征 值 问题 ， 并 求 出 其 全 部 特征 值 { 一 } 和 特征 函数 人 sin x} 
第 二 步 ， 把 u(x,t) 和 方程 的 非 齐 次 项 f(z,1) 及 初 值 PCz)、w(z) 都 按 特征 函数 
系 展开 
ul(z, = sin Ta, (x,1) = 工 帮 sin 下 


7 一 1 视 二 1 


其 中 fnlt 、Pn、 Wn 分 别 是 f( 2 t)、 p(T)、 u(r) 的 Fourier 系数 ， 1,(t) 是 u(t) 的 
Fourier < 这 里 T(t) 还 :是 未 知 的 
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将 它们 代入 混合 问题 ( 亚 ) 的 方程 和 初始 条 件 .由 于 特征 函数 系 { sin 全 z} 是 
完备 的 ， 得 到 的 T,(t) 适合 微分 方程 和 初始 条 件 


nnaN\? 


Lo (TT) T= f(D), t>0, 
7,,(0) = Pn, T’ (0) = vy 


第 三 步 ， 解 上 面 的 初 值 问题 可 得 


tt 
Thn (ft) = pnCO8 和 i pn sin 1 十 me) fn(7T) sin 人 一 T)d7， 
将 T,(t) 代入 解 u(zx,t) 的 展开 式 就 得 到 混合 问题 ( 亚 ) 的 解 的 表达 式 . 
0 p(T)、 (Zz) 和 f(z,t) 具有 一 定 的 光滑 性 和 满足 某 些 相 容 性 条 件 ， 那 
么 所 得 到 的 形式 解 就 是 属于 C2(@) 的 解 . 


习题 2.3 
2.3.1 用 分 离 变 量 法 求 下 列 定 解 问题 的 解 : 
Ou 202u 
Bi "B= 0 
(1) i a =7z(l—7x), 0<zrg), 
l ot t=0 
wu(0,£) =0, (bE) = 0 + 
D2 20 
FC 0 区 
， Ou 
uz,0)=2 -2lr, | =0, 0gzgl 
(2) Wi(B0) 三 元 万 Bt |,o 
wu(0,t) = 0, ou 三 池 ， 二 这 0 
OT x= 
2 2, 
2 & = = sin sin es OGx<wl,t>0, 
ot? Or? l l 
(3) 4 n(x,0) = 0, Ou =0, 0<zr<)l, 
Ot li=0 
v0;t) =0, wu(lt)=0, t>0; 
-a 
Ot? Or? 
a 做 受 下 六 淹 
u(T,0) = ) 
(4) -二 全 (zr—b)+h, b<z<g!]1, 
1—b 
Ch =0, 0 
Ot li=0 
u(0,t) =0, w(l,t)=0, t>0. 
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2.3.2 设 长 为 ! 的 弹 筑 其 一 端 固定 ， 另 一 端 在 外 力作 用 下 作 周 期 振动 , 此 时 定 解 问题 归结 ; 


= 0< 获 过 万 二 莹 市 


Ot? Or? 

u(x,0) = Ou 宇和 0 并 尺 坟 1 

) ) = ot 2 Er 了 3 < ? 

u(0,t)=0 = Asinwt, + 
Oz li=0 


试 求解 此 问题 . 


2.4 半 无 价 纺 的 混合 问题 
考虑 一 端 固定 的 半 无 界 弦 的 振动 ， 其 定 解 问题 为 


了 二 0， (动机 E QT, 


Ou | 
u(z,0) 一 2(Z)， 元 | es vw(z), 刻 0， (2.4.1) 


u(0,t) =0, tz>0. 


求解 半 无 界 弦 的 混合 问题 (2.4.1) 的 基本 思路 是 适当 地 延 拓 ”2(z) 及 w(x) 的 定 
义 到 整个 实 轴 上 ， 延 拓 u(x,t) 的 定义 到 半 平 面 {(z,t) | x € 民 , t > 0}, 把 半 无 界 弦 
的 混合 问题 转化 为 在 整个 上 半 平 面 的 初 值 问 题 ， 然 后 用 D'Alempert 公式 求解 ， 再 
把 得 到 的 解 限制 到 区 域 {(x,t) | x > 0, t > 0} 上 就 得 到 半 无 界 问 题 的 解 . 

一 般 情况 下 ， 较 简单 的 非 平 凡 延 拓 当然 是 奇 延 拓 或 偶 延 拓 . 由 于 方程 中 .nn 
关于 z 的 导数 项 都 是 偶数 阶 ， 不论 u(z,t) 关于 z 作 奇 延 拓 或 偶 延 拓 ， 只 要 ul 站 
在 {(x,t) | zx >0,+t>0} 上 满足 方程 , 它 在 {(z,t) | x <0,t>0} 上 同样 满足 方程 

显然 作为 &(z,t) 的 初 值 ，w(x) 和 w(x) 关于 > 的 奇偶 性 必须 与 u(x.t) 一 致 ， 
关键 就 在 于 连接 处 u(0,+) 的 值 ， 如 果 wz 关于 zx 要 作 奇 延 拓 ， 则 和 需 (0.+) = 0: 
如 果 wu(z,t) 关于 z 要 作 偶 延 拓 ， 则 需 wi(0,t) = 0. 

根据 上 述 分 析 , 在 这 个 定 解 问 题 中 需 对 初 值 函数 v(x) 及 w(x) 作 奇 延 折 ， 故 定 
义 函 数 Blz) 及 小 (7) 如 下 : 


(7)， 到 交代 p(x), 7 > 0， 
F(z) = 0 = 
—p(—£), 人 去 0; 内 
显然 函数 5(z) 及 %(z) 都 是 > 的 奇 函 数 
记 如 (ZY, 为 u(z,t) 关于 x 的 奇 延 拓 ， 由 D'Alembert 公式 可 知 ， 初 值 问 题 
O° 2 | 
Bo B= th rE€ RR, t > 0, 
Ou 


可 和 =w(r), xwER 


Lz,0) = G(r), 


2.4 半 无 界 弦 的 混合 问题 


.79 . 
的 形式 解 为 


(5) dé, 


且 wz,ti 关于 了 Z 是 奇 函 数 ， 故 将 wz, 限制 在 {(z,t) | zx > 0, t > 0} 上 ， 就 得 到 
定 解 问题 (2.4.1) 的 解 . 


z+at pe 
Ew, = [P(r ”9 于 / 


T 一 Qt 


下 面 来 推导 定 解 问题 (2.4.1) 的 解 u(z,t) 的 表达 式 . 
事实 上 ， 根 据 方 及 少 的 定义 可 知 ， 当 0 St < = 时， 


PT —at)+ (r+at)= vo(r -at)+ vy(r+at), 


Z 十 at _ ztat 
| wea= /ws 


DZ 一 Qt 


4 34 
娄 人 0 芝 二 滨 击 是 
(1 


5 一 all 二 5rz+ati 三 一 p(at 一 Z) 十 2(Z 十 at)， 


Xz—at 


0 rtat 
= | [—w(—é)]dé + / w(E) dE 
2 一 过 0 


"0 z+at ztat 
a 1 Wdn+ | pedé = / (Oa 


综 上 可 知 ， 混 合 问题 (2.4.1) 的 形式 解 为 


公 十 at 
| a Ee a 元 / (EdE，0 芝 站 
2 2a rz—at 
W(t) = 


(2.4.2) 
] 1 T 十 at 1 
5[2(2 +at) 一 (aot 一 2)] 十 去 上 w(EdE, 0< <t. 


上 面 的 解法 称 为 对 称 延 拓 法 ， 表 达 式 (2.4.2) 是 半 无 界 问题 的 形式 解 . 
对 于 ww(0,t) = 0 这 种 类 型 的 半 无 界 问题 ， 与 上 面 完 全 类 似 地 作 偶 延 拓 求解 . 
下 万 


奇 延 拓 或 偶 延 拓也 可 以 求解 半圆 柱 、 半 球 等 有 界 区 域 上 的 混合 问题 和 其 他 类 型 的 
定 解 问题 ， 其 基本 思路 和 这 里 的 论述 完全 一 样 . 


利用 齐 次 化 原理 可 以 推 得 ， 非 齐 次 方程 的 半 无 界 问题 


十 Qt ,0 2 rtat _ 
/ 让 = Bed DE)dé 
rr—at 0 


一 内 


2 己任 i 
BH sD 本 
Ou Pe 4 
mr 一 - 一 -一 二 0， “4 次 0， 
u(xz,0) = 0, Bi li=o 2 
u(0,t) =0, tz20 
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的 解 可 表示 为 
zZ 十 Qt 一 三 ) 1 
[i /fede, 0<t<E, 
Zw—a(t—T) a 
Wz;) = 
z+a(t—7) 上 一 二 十 Qt 一 三 ) 
|/ Ee f(t, e+ f py FT|; 
9a 一 过 (t—T)—Z7 
0 Re 一 才 (2.4.4) 
a 
对 于 非 齐 次 边界 条 件 的 半 无 界 问题 
Ou 2 O° 
rr = rr>0,1+>0 
必 Ou (2.4.5) 
u(7,0) = 0, i r 之 0, 
u(0,t) = g(t), t>0 
可 作 辅 助 函 数 
u=v + g(t). 
如 果 忆 为 (2.4.5) 的 解 ， 则 vw 为 下 述 初 值 问题 
O2v 二 2020 ns a 
Or2 a gz = 9 (ts 你 Y; 之 少 ， 
v(x,0) = 一 9(0) 四 = 一 9 (0)，>>0， 
t=0 
v(0,t)=0, t20 
的 解 ， 而 此 解 可 由 (2.4.2) 及 (2.4.4) 给 出 ， 从 而 可 以 得 出 定 解 问题 (2.4.5) 的 解 4 的 
习题 2.4 
2.4.1 求解 半 无 界 弦 的 定 解 问题 
Ou 0? u Ee 
Bi © Bars =0 0 


0 
u(x,0) = p(x), 二 区 ( 节 区 疡 避 
Ot lt=0 
Ou 
一 | =0, t>0. 
Ox jc=0 
2.4.2 求解 定 解 问题 
Ou Ou 
一 = 三 人 光 上 0 
Ot? 0O02 于 4 ” 
ra Ou 
ur,0)=7re ， =0,， x20, 
u(r,0)= re | 六 过 0 
1 > 0. 


忆 (9, 从 三 灿 


25 波 的 传播 与 帮 碱 :8 


2.5 ” 疲 的 传播 与 衰减 


这 一 节 中 将 讨论 波动 方程 解 的 依赖 区 域 、 决 定 区 域 与 影响 区 域 的 概念 , 研究 三 
维 与 二 维 的 波 在 传播 中 的 不 同 特性 ， 相 应 地 介绍 Huygens 原理 与 波 的 弥散 现象 . 
此 外 ， 还 讨论 波 随 着 时 间 增 加 而 衰减 的 性 质 . 
2.5.1 三维 波动 的 传播 

假设 f = 0， 此 时 三 维 波动 方程 的 初 值 问 题 可 写 为 
| ou —aAu=0, reR,t>0, 


of (2.5.1) 


u(7,0) = (zh =- =w(z), rE€ R’, 


故 由 Poisson 公式 可 知 ， 初 值 问 题 (2.5.1) 的 解 为 


“d= mm /rowslri // vas 


ly—z|=at ly—z|=at 


利用 (2.2.3) 式 可 得 


0| 1 
一 一 | 一 ”一 | 一 一 一 二 一 一 一 一 t )d 
Fr lt Me (Zat)] 宁 bar {| vw )d5| = 了 = 3// tp(Z + ata) "| 


| 一 zz| 一 at 


3 
= 去 Ja (Z+ata)dz+ 二 A py (z+ ata)atai do 


ed = |=1 
= | [e+ Er) as, 
47a2t2 . i 
Iy—z|=at 
于 是 w(z,t) ee 
u(7,t) = 并, 省 ty (y) + p(yY) 十 Du Vy)(Yi— ri )|ds (2.5.2) 
Ti 起 
lIy—z|=at 


依赖 区 域 任 取 一 点 (zo,to) € R3 x (0, 十 00), 由 式 (2.5.2) 可 以 看 出 ,， 解 4 在 点 
(zo,to) 处 的 值 u(z0,to), 只 依赖 于 初始 函数 p、 少 以 及 y 的 一 阶 偏 导数 在 以 zo 为 
心 、 以 ato 为 半径 的 球面 

522 = {(z,0) | lz 一 zol = ato} 
上 的 值 (图 2.5.1). 因此 ， 点 (z0,10) 的 依赖 区 域 就 是 空间 Rs 中 的 球面 52%, 它 是 以 
(z0,to) 为 项 点 向 下 作 半 顶 角 为 4 = arctana 的 圆锥 面 
5=1{(s,t)||z— zol? =a*(t—to) ,0<t sto} 


和 超 平面 + = 0 的 交 截 ， 这 个 圆锥 面 称 为 波动 方程 的 特征 锥 面 ， 特征 欠 面 连同 其 
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部 称 为 特征 锥 ， 记 为 天 , 即 


及 一 {(z 有 | lz 一 2Zo 于 过 本 企 一 加 ) 和 0<t<to}. 


图 2.5.1 
决定 区 域 对 于 特征 锥 天 中 任 一 点 (z*,#*), 其 依赖 区 域 都 落 在 以 zo 为 心 、 以 
ato 为 半径 的 球体 


Vi = {{z,0) | |s — zo| < nti} 


ato 


之 中 ， 即 5 入 ET 各 .因此 ， 解 wz, 在 特征 锥 K 内 任 一 点 的 值 ， 部 由 球 域 TY 
上 的 初始 函数 p 及 水 的 值 所 决定 ， 即 特征 锥 天 是 球 域 To 的 决定 区 域 (图 2.5.2) 


(zo,to) 


图 2.5.2 


影响 区 域 在 初始 超 平面 ! = 0 上任 取 一 点 (x0,0), 如 果 初 始 函数 及 其 一 阶 偏 导 
数 在 此 点 处 有 一 个 扰动 ， 则 当 点 (x,t) 的 依赖 区 域 包含 (x0,0) 时 ， 即 (x0.0) € S2， 
解 u(z,t) 的 值 就 要 受到 影响 ， 而 当 (zo,0) 员 S2 时 ， 解 u(x,t) 的 值 不 受 影响 ,这 种 
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点 (依赖 区 域 包含 (zo,0)) 的 全 体 ， 就 是 点 (zo,0) 的 影响 区 域 . 因此 ， 点 (x0,0) 的 
影响 区 域 是 以 (zo,0) 为 顶点 ， 半 顶 角 为 06 = arctana 的 向 上 的 锥 面 (图 2.5.3) 


{(z,t) | lz — zol? = ait, t > 0}. 


V1 (x0, 0) 


图 2.5.3 
波 的 传播 特性 假设 ! = 0 时 在 zo 点 处 有 一 扰动 ， 那 么 在 时 刻 t 这 个 扰动 的 影 
响 面 就 是 以 zo 为 心 ， 以 at 为 半径 的 球面 S?, 即 
Sep = {(%,D | | =m| = 
因此 ， 对 于 空间 一 点 z, 设 + = |z -zol, 那么 只 有 在 t= 一 时， 点 > 处 才 受 到 这 个 
扰动 的 影响 ， 事 实 上 ， 在 t< 一 时 ， 扰动 尚未 传 到 x 处， 而 在 1> 工时 扰动 在 x 
处 的 影响 已 经 消除 ， 这 说 明 扰动 以 速度 a 向 四 周 传 播 ， 而 且 在 扰动 过 后 不 留 下 任 


何 影响 . 
如 果 初 始 扰动 不 是 集中 在 一 点 ， 而 是 发 生 在 某 一 个 有 界 区 域 2 内 (图 we 


不 妨 假 设 在 初始 时 刻 初 值 p 及 只 在 区 域 2 内 不 为 过 ,对 2 外 的 任 一 点 7o， 


d= min|y— zol, D= maxl|y— zol. 
yeER ET 


下 面 考察 问题 (2.5.1) 的 解 (2.5.2) 在 点 zo 处 的 状态 u(zo,t) 随时 间 上 的 变化 情况 ， 
对 任 一 时 刻 t, 点 (zo,t) 的 依赖 区 域 为 


Sat = {(7,0) | | — zol = at}, 
刚 > 40<1< 工 或 1t> 所 时 ， S30Q= 因此 w(xo,t) = 0; 而 只 We < 二 
时 ，S22ngo 天 外 因此 wzo, 为 才 可 能 不 为 零 , 这 说 明 ， ms 二 一 4 扰动 开始 到 
达 zo 点 处 ， a Zz0 点; 而 过 了 时 刻 ts = 二 扰动 对 zo 点 就 不 再 


发 生 影 响 ， 即 在 如 = 2 时 刻 扰动 波 的 后 缘 经 过 zo 点 ， 在 任 一 时 刻 4, 扰动 波 的 前 
缘 是 所 有 以 42 中 的 点 为 心 ， 以 at 为 半径 的 球面 的 外 和 这 个 外 包 络 面 通常 称 
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为 传播 波 的 前 阵 面 (图 2.5.5). 当 + 充分 大 时 ， 这 些 球面 还 有 一 个 内 包 络 面 ， 称 为 
传播 波 的 后 阵 面 (图 55 RE 与 后 阵 面 之 间 的 区 域 就 是 受到 扰动 影响 的 区 
域 , 前 阵 面 以 外 的 部 分 是 尚未 受到 扰动 影响 的 区 域 , 后 阵 面 以 内 的 部 分 则 是 扰动 的 
影响 一 过 ， 又 恢复 了 原来 状态 的 区 域 . 


图 2.5.4 图 2.5.5 
综 上 可 知 ,当初 始 扰 动 限制 在 空间 某 一 局 部 范围 内 时 , 三 维 波 的 传播 有 清晰 的 
前 阵 面 和 后 阵 面 ， 这 个 现象 在 物理 学 中 称 为 Huygens 原理 或 无 后 效 现象 . 由 此 可 
以 解释 为 什么 在 R* 中 ,， 波 前 通过 后 会 恢复 平静 ， 声 波 的 传播 就 具有 这 样 的 特性 . 
2.5.2 ”二 维 波动 的 传播 
假设 f 三 0, 此 时 二 维 波动 方程 的 初 值 问题 可 写 为 
Ou 3 Au=0, zeR’,t>)0, 
a (2.5.3) 
u(x,0) = yp(7), ee 


由 Poisson 公式 ， 初 值 问 题 (2.5.3) 的 解 可 写 为 


u(t) = | 几 A dc 十 // gl de | . 
27a | Ot 4 V (at)2 一 7 V (at)2 一 妆 


reat 


其 中 r= |y 一 ?| = VON — 21) + (Vy2 一 22) 
令 p= 上 ,利用 极 坐标 变换 可 得 


(z+atpa 
otpdl 


/A A 人 人 wf 


痊 p(y) 六 op et 
3 用 Ta = do = | 本 wf | 十 Datppu oid 
7 er 二 + es Mts 
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其 中 a = (alyas) = (cosbsing)，Py， 
代入 到 wx(z, 的 表达 式 中 ， 得 


a EO )+tw(y : yr a (2.5.4) 


利用 (2.5.4), 类 似 于 对 三 维 波 的 讨论 ， 可 以 得 到 任意 一 点 (zo,to) 的 依赖 区 域 
是 圆 域 


27at 


D0 = {(7,0) | |z — zol < ato}, 
它 是 以 (zo,to) 为 顶点 向 下 作 半 项 角 为 0 = arctana 的 特征 锥 (而 不 是 特征 锥 面 ) 
K={(r,t)||z— zol: <al(t—t0),0<t<to) 


与 超 平面 上 = 0 的 交 截 .而 这 个 特征 锥 K 又 恰好 是 圆 域 3? 的 决定 区 域 . 
对 于 初始 超 平面 上 += 0 上 的 任 一 点 (zo,0), 它 的 影响 区 域 是 过 点 (zo,0) 的 特征 
锥 体 
{(z,t) | |z ~ zol? 有 at 上 >0}， 
而 不 是 特征 锥 面 . 
在 二 维 波 的 情况 下 ， 波 的 传播 特性 与 三 维 波 的 传播 有 所 不 同 , 假设 t= 0 时 在 
zo 点 有 一 扰动 ， 那 么 在 时 刻 t, 这 个 扰动 的 影响 范围 是 以 zo 为 心 ， 以 at 为 半径 的 
圆 域 (而 不 是 圆周 ) 
B= | | = EW 
因此 对 平面 上 与 zo 距离 为 7 的 一 点 z, 在 时 刻 t= 一 - 开始 受到 扰动 的 影响 后 ， 
扰动 对 该 点 的 影响 不 会 消失 . 这 就 是 说 ， 扰动 虽然 以 速度 a 向 四 周 传 播 , 但 扰动 的 
影响 将 一 直 持 续 下 去 . 
假设 初始 扰动 集中 在 一 个 有 界 区 域 2 内 , 在 初始 时 刻 初 值 p 及 少 只 在 区 域 2 
内 不 为 堆 . 对 8 外 的 任 一 点 zo, 令 


d= min ly — zol,; 
VE1T2 


对 任 一 时 刻 t, 点 (zo0,t) 的 依赖 区 域 为 记 ?, 则 当 0<t< 人 时 ， tt 故 
u(xo,t) = 0; 而 当 t> 人 时 ， 有 DN 六, 故 wu(zo,t) 才 可 能 不 为 零 ， 这 说 明 ， 


at 
t< 人 时 ， 扰动 未 到 达 zo 点 处 ; 但 当 ! > 上 时 ， 扰动 波 的 前 缘 开 始 到 达 zo 点 处 , 并 
一 直下 EE 续 下 去 ， 不 会 恢复 原来 的 状态 ， 即 随 着 时 间 的 增长， 扰动 影响 并 不 消失 (但 
随 着 时 间 4 的 无 限 增长 扰动 影响 越 来 越 弱 ), 它 具有 长 期 的 连续 的 后 效 特性 ， 扰 动 
传播 的 前 阵 面 是 所 有 以 2 中 的 点 为 中 心 ， 以 at 为 半径 的 圆 域 的 外 包 络 面 ， 因此 ， 
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波 的 传播 有 清晰 的 前 阵 面 ， 但 不 再 有 后 阵 面 ， Huygens 原理 不 再 成 立 ， 这 个 现象 
在 物理 学 上 称 为 波 的 弥散 . 这 是 二 维 波 动 与 三 维 波动 的 一 个 本 质 的 区 别 , 水 波 可 以 
近似 地 作为 平面 上 二 维 波 的 例子 . 

上 面 讨 论 的 波 的 传播 现象 并 不 仅 限 于 二 维 与 三 维 空间 中 的 波动 方程 ， 可 以 证 
明 ， 在 空间 维 数 n 是 奇数 时 (mn 冯 1), 对 于 波动 方程 Huygens 原理 总 成 立 ， 而 当空 
间 维 数 n 是 偶数 时 ， 总 有 波 的 弥散 现象 发 生 ，Huygens 原理 不 成 立 . 在 一 维 波动 情 
形 ， 由 D'Alembert 公式 可 以 看 出 ， 波 的 传播 现象 是 介 于 二 维和 三 维 情 形 之 间 的 ， 
即 初始 位 移 无 后 效 ， 而 初始 速度 是 有 后 效 的 
2.5.3 ”波动 方程 解 的 衰减 

下 面 对 m = 3 情形 , 研究 当 上 一 +oo 时 , 波动 方程 初 值 问题 (2.5.1) 的 解 (2.5.2) 
的 渐 近 性 态 . 

假设 pe C3(R3), 并 且 在 一 有 界 区 域外 及 泌 恒 等 于 零 ( 称 为 具有 紧 支 集 ). 

时 ， 必 存在 一 个 常数 p > 0, 使 ”及 光 在 以 原点 为 心 、 以 p 为 半径 的 球 2 外 恒 
零 ， 而 在 球 2 内 成 立 


pl gC Wgo, I)so, (=1,2,3). 
Li 


其 中 C1 为 一 正常 数 . 
由 于 对 Vy € S23, 有 
[yi -zi < at (C= 1,2,3), 
(Suin 加) 的 面积 和 4rp? 
从 而 当 上 >1 时 ， 对 VzreR3, 有 


Hw ty (vy) 十 (V) 十 Dpul (vy)( (v — zi)|ds, 


| [twly) + p(y) 十 i 一 zas， 
谨 二 | 


Sz NE 


[wt £)| = 


Ly 


本 jm 


-4 — (Ct 十 (@ + 3C1at)4drp’ 过 GE ， 
4nra*t* 


其 中 C = (0 二 CI +3Cia)p2， 

由 此 可 见 ， 如 果 初 始 函 数 具 有 紧 支 集 ， 那 么 当 上 一 十 oo 时 ， 问 题 (2.5.0 的 解 
u(z,t) 关于 ze Rs 一 致 地 趋向 于 去. 

在 ?2 = 2 情形 时 ， 如 果 初 始 函 数 具 有 紧 支 集 ， 那 么 当 上 全 +ee 时 ， 问 题 (2.5.3) 
的 解 u(z,t) 趋向 于 零 ， 但 非 一 致 地 趋向 于 零 . 证 明 留 给 读者 ， 
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习题 ”2.5 


2.5.1 试 说 明 ， 对 一 维 波动 方程 ， Huygens 原理 不 成 立 . 

2.5.2 对 一 维 波 动 方程 ， 者 初始 资料 具有 紧 支 集 ， 那 么 当 t 一 十 oo 时 ， 其 初 值 问题 的 解 是 
否 一 定 一 致 趋向 于 零 ? 

2.5.3 设 v 为 初始 资料 p 及 水 具有 紧 支 集 的 二 维 波动 方程 的 解 ， 证 明 : 对 VY zo € R*, 有 


,im u(xo,t) = 0. 


2.5.4 在 上 =0 平 面 上 以 点 (0,0) 为 圆心 以 1 为 半径 的 圆 域内 给 定 函 数 p 和 wv 的 值 ， 其 
中 ww 和 wvw 充分 光滑 ， 问 能 否决 定 初 值 问题 


2 2 2 
{1 (x,y) € R*, t > 0， 


Ot? 02 Oy 


uz 0) = 9(0,), P| ,=w0), (WER 
» 1t=0 
的 解 4 在 点 (2 和 ) = (二 半 ，) 的 值 ， 说 明理 由 


2.6 ”能 量 积分 法 ” 解 的 唯一 性 及 稳定 性 
在 这 一 节 中 ， 我 们 将 介绍 偏 微分 方程 理论 中 一 个 常用 的 方法 一 一 能 量 积 
法 , 给 出 双 曲 型 方程 解 的 唯一 性 和 稳定 性 的 直接 证 明 ， 即 不 依赖 于 解 的 表达 式 的 直 
接 证 明 . 
2.6.1 混合 问题 解 的 唯一 性 及 稳定 性 
以 二 维 波 动 方程 为 例 ， 假 设 2 为 R? 中 的 有 界 区 域 ， 考 察 混合 问题 


Ou SE 

有 一 a Avw = f(x,t), (z,t) € Q = 1 x (0,+00), 

(BO0) = PL), a =w(rx), ren, (2.6.1) 
Ot li=0 

5 +cu= g(r,t), (x,t) ED =07 xl[0,+oo)， 


其 中 n 为 儿 的 单位 外 法 线 向 量 ，5>0,c>0 且 信 +c #0. 


定理 2.6.1 ( 解 的 唯一 性 ) 
二 维 波动 方程 混合 问题 (2.6.1) 的 解 如 果 存 在 ， 则 必 是 唯一 的 ， 


证 明 设 与 山 为 混合 问题 (2.6.1) 的 两 个 解 ， 则 业 = ww 一 tw 为 混合 问题 


a —a Au=0, rE€EQW, 
u(rz,0) = 0, Ou =0, XE 12, (2.6.2) 
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的 解 . 下 面 证 明 在 @ 上 (x,t) 三 0. 
将 混合 问题 (2.6.2) 中 的 方程 两 端 同 时 乘 以 wi, 并 在 0 上 积分 ， 得 


jj ut [ut — a (Vaiss 十 Waso)ldzr = 0, 


并 利用 Green 公式 可 得 
2 ; 2 9 
/| UiWr, zd = 2)/ aa) 一 wits |dz 


2 2 
= Uluz, cos(m 2i)d9 一 > /ed 
| AS 
人 


DT2 


Ou | 区 
研 人 usndS = 272 TF /fa 
吃 
从 而 由 


ECE Bi) Jis = 三 i ff -@ > /fu =0 
让 t=] 
gy) 人 


可 得 
下 /fe 十 a2u2 十 a2u2 )dz| 一 “4 ET 三 从. (2.6.3) 
dt 12 a | - a02 On 
O 
另 一 方面 ， 当 站 关 0 时 ， 由 边界 条 件 |， = -us 可知， 对 Vt > 0. 有 


Ou 他 大 diec 3 
一 一 d ED ai Ag 一 一 一 一 | 一 和 2 ) y 
| uds 7 | ,wads ls |, 1 as| 


从 而 由 式 (2.6.3) 可 知 ， 对 vt > 0, 有 


号 I (2 十 az ui, + Q2 ,J 和 二 7 £/, was| = 


当 b=0 时 ， ++ 关 0 可知，c 关 0, 故 由 边界 条 件 4|; = 0 及 初始 条 件 可 
知 ， 对 Vt>20, 有 芝 | = 0, 从 而 由 式 (2.6.3) 可 知 ， 对 Vt > 0. 有 


1 2 -~ 2 了 
到 a/ 十 Qs, 十 adz| = 要 


综 上 可 知 ， 对 Vty>0, 记 
;| lu? + a (ui, + 2,)]dr 十 uds, b#0. 


全 20 Jan 
B(t) = (2.6.4) 


] 2 
5 A + 本 0 ,dr, b= 0， 
几 
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则 对 Vt>0, 有 


a ff wt — a (uzizi 十 uaszs)ldz = 0, 
0 


故 E(t) 恒 等 于 常数 ， 从 而 由 初始 条 件 可 知 ， 对 Vz € ,由 
u(x,0) = 0, uu(7,0) = 0, wz(z,0)=0, vzs(z,0)=0 
可 得 E(t) = (0) = 0, 即 对 v(z,t) € Q, 有 


Wt 三 0; Vzri 三 0, Vr, 三 0. 


利用 wu 的 连续 性 及 w(z,0) = 0 可知， 对 VYV(z,t)e 8, 有 三 0. | 
在 上 述 定 理 证明 中 ， 由 表达 式 (2.6.4) 确定 的 函数 E(t) 起 着 重要 作用 ， 它 在 腊 
振动 问题 中 有 实际 的 物理 意义 . 


膜 振动 问题 可 归结 为 混合 问题 (2.6.1), 在 没有 外 力作 用 的 情形 下 ， 当 膜 的 边界 
满足 (2.6.2) 的 边界 条 件 时 ， 膜 在 t 时 刻 所 具有 的 总 动能 为 


2 U? (T1, 72,t)dr1dz2, 
5 
膜 在 t 时 刻 所 具有 的 总 势能 为 


3// +w,)ar+t | was|, bo0, 
2 0 Jagn 
2/ 十 1 ,)d7， b=0. 


如 果 不 计 和 常数 因子 E(t) 表示 在 区 域 2 中 ,满足 齐 次 边界 条 件 的 膜 在 任意 时 
刻 上 的 总 能 量 ， 在 数学 上 ， E(t) 称 为 能 量 积分 或 称 为 解 的 能 基 膜 ， 利用 能 基 积 分 
的 概念 ， 定 理 2.6.1 的 证 明 方 法 称 为 能 基 积 分 法 . 

对 于 满足 齐 次 边界 的 膜 振 动 ， 在 不 受 外 力作 用 的 情况 下 ， 总 能 其 是 守恒 的 , 于 
是 可 得 如 下 引 理 . 

引 理 2.6.1 设 w(z,t) 是 混合 问题 


2 
和 —_ aAu=0, (z,t)eQ, 


(SB, 0) = BL) a =y(r), rE€nN, 


2 +cu=0, (vz,t)€D 
的 解 ， 则 由 (2.6.4) 所 确定 的 能 其 积分 E(t) 保持 不 变 ， 即 E(t) (0). 
引 理 2.6.1 的 证 明 留 给 读者 ， 引 理 2.6.1 的 结论 对 于 n = 1 及 n= 3 的 情形 也 
成 立 ， 由 此 可 证 定理 2.6.1 的 结论 对 于 n= 1 及 nn=3 的 情形 也 成 立 . 
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下 面 利 用 能 基 积 分 给 出 能 基 不 等 式 ， 并 讨论 解 的 稳定 性 . 
在 混合 问题 (2.6.1) 中 ， 令 g(z, 昌 | 三 0, 则 对 应 的 解 成 立 如 下 的 能 量 不 等 式 . 


引 理 2.6.2 (能 基 不 等 式 ) 
设 wz,b) 是 混合 问题 


2 ee a Au = (wt); (7,t) 后 0Q, 

: n ‘ 3 
u(x,0) = p(z), 机 Be wz), sel | 
让 十 cu 三 0， (z,t) 人 于 


On 
的 解 ， 则 对 YT > 0, 存在 M(7T) > 0, 当 0<tg<T 时 有 


E(t) < M(T) eo) 十 I reedarat 


QT 
其 中 Cr = f x [0,7], 能 基 积 分 E(t) 由 (2.6.4) 所 确定 . 


证 明 设 v(z, 为 混合 问题 (2.6.5) 的 解 ，E(t) 由 (2.6.4) 所 确定 , 则 对 Yt > 0. 
将 混合 问题 (2.6.5) 中 的 方程 两 端 分 别 乘 以 ui, 并 在 人 上 求 积 分 ， 得 


// ui [utt 一 (Wari + twams ||dr = // uf dz. 
0 


故 由 定理 2.6.1 的 推导 可 得 


dEl(t) 7 2 六 
= uu — a (Ur 十 Wars)]dz = urf dr 
dt : | 二 J 
2 0 
业 了 了 二 下 ap 
<=|//udr+t— “dr < E(t)+ = “ds:: 
了 3 中 二 人 
0 0 


12 


从 而 将 不 等 式 两 端 乘 以 e 可 得 


再 将 上 式 从 0 到 +t 积分， 得 


1 t mw | nm 
E(t) < e!E(0)+ ;/ ef Parar < cl|E(0)+ / /| Fardr| 
J0 da 如 人 fs 
《2 42 


综 上 可 知 ， 对 YT>0, 取 (7T)=ei, 当 0<tg<T 时 , 出 oi<er 可 得 


E(t) < MI(T) 200) 十 J ren 
A 
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由 引 理 2.6.2 及 式 (2.6.4) 可 知 ， 对 YT > 0, 有 和 解 的 一 阶 偏 导数 的 估计 
7) WiG 十 2 ) de 十 22d5S 十 Ja 


引 理 2.6.3 (能 基 不 等 式 ) 
设 u(z,t) 是 混合 问题 (2.6.5) 的 解 ， 且 


1 
= 3 /fe dw, 
0 


则 对 YT >0., 存 在 MI(T)>0, 当 0<t<T 时 有 


Eo(lt) < Mi(T) [+ | frdadt| 


日 存在 Ms(T) > 0, 当 0< tT 时 ， 有 


[fw arat < M2(T) [aot0) 十 已 (0) 十 {fraral. 
87 Ke 


证 明 对 Vt>0, 由 Eolt es 


J 
3 


将 上 式 两 端 乘 以 e。“', 得 
de-'Eolt ) _1dbEolt ) 
dt S dt 


再 将 上 面 的 不 等 式 从 0 到 上 积分， 得 


nf t 
Eolt) < et Eo(0)+ | e!-TE(r)dr < etEo(0)+e! 1 五 (FT)d7， 


J0 0 


— e-tEo(t) < etE(t), 


从 而 由 引 理 2.6.2 可 知 ， 对 YT>0, 当 0<tgT 时， 有 


E(0)+ . J fdadt|dr 
< ero(0)+Te! za (0) 二 Pa 


综 上 可 知 ， 对 YT > 0, 取 Mi(T)= (T+1)e’ 0<tgTH 时 有 


Eo(lt) < Mi eo) (0) + E(0) ,fr drd|， 


WT 


Eolt) < erEo(0)+ | el 
J 0U 
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一 人 
区 


取 M2(T)==27TML(t), 当 0gtgsT 时 , 将 上 式 从 0 到 荆 积 


NH} estes i WE ee Eolt)dt 
am Bo: | Pardl dt, 


NH (x,t)dzdt < < Ma(7) |Bal0) )+ E(0 rr dodl| | 


现在 引入 平均 信 模 的 记号 
llullis(g) 2 [fas, lwllzatev) 四 free, Illliz(a0) / PP dz， 
人 G7 08 


则 由 上 述 引 理 可 得 如 下 估计 式 


ll + lllgzco) < C1(T) loll? + lis + flac0n)], 


从 而 


ullisc@r) < C27) Nigh + wl + Ites， (2.6.6) 
其 中 C1(7T), Cs(T) 是 与 了 有 关 的 常数 ， 


2 
Il = llulliacg) + Dlluliag); 
Ye 


Ivylli = Ipllizg) 二 Ellerillea(0) 证 ellzzteo): 
利用 上 述 引 理 可 得 如 下 定理 . 


定理 2.6.2 ( 解 的 稳定 性 ) 

如 果 二 维 波动 方程 混合 问题 (2.6.5) 的 解 u 存在 ， 则 w 连续 依赖 于 所 给 的 初始 
函数 p、v 与 方程 右 端 项 f, 即 对 Ve > 0 及 充分 大 的 T > 0, 存在 6 > 0. 当初 始 函 数 
满足 上 ellzate) < Mpaillrace) < 6, lprsllisc0) < 0、 olizca0) < luisw) < 5 
及 方程 丰 端 项 满足 lzaztor) < 6 时 ， 有 

ullrzc07) 六 名 
其 中 @r = 1 x [0,T]. 

证 明 设 w(zx,t) 是 混合 问题 (2.6.5) 的 解 ， 则 对 Ye > 0 及 充分 大 的 人 >0. 由 

引 理 2.6.3 可 知 ， 存 在 C(T) > 0, 使 得 


Huaea < CO oll + Il + flac0,), 


其 中 
el 二 ellzavp) 十 Dyeilliag) + Iplli2ca0): 
《= 


对 上 述 ve>0 及 T>00, 取 站 年 ET 当初 始 函数 满足 | ellzako) < 0 


le llzztoy < 5、llecllzztoy < 56、llellzztep) < 56、lluwllzatp) < 6 及 方程 右 端 项 满足 
|flliz(0r) <56 时 ， 有 
pl < 62 十 262 十 62 = 462， 


从 而 
llull2avo < CDNA + 0 +6]= 6C(T) < 全， 
即 
ullr2(07) < <. | 

上 述 引 理 及 定理 2.6.2 的 结论 对 于 n= 1 及 n= 3 的 情形 也 成 立 ， 请 读者 自行 
完成 证 明 . 利用 第 3 节 定 理 2.3.1 可 得 如 下 结论 . 

定理 2.6.3 若 p(z) e C3[0, 中 、W(z) e C2[0,1] 以 及 初始 函数 w(z)、wW(z) 适合 
相 容 性 条 件 


yw(0)= wp(D) =¢"(0) = (= = wv()) =0, 
则 混合 后 
则 混合 问题 au 2 
52 ”xz 

0 
u(x,0) = 2(Z)， ee 
u(0,t) =0, ull,t)=0, t2¥20 


存在 唯一 解 u(z,v,t) € C?([0,1] x [0, 十 0o0)), 并 且 久 连续 依赖 于 所 给 的 初始 函数 . 


=0, 0<z<l,t>0, 


三 乱 ( 克 0 和 雪 下 赤山 


2.6.2 ”能 量 不 等 式 ” 初 值 问题 解 的 唯一 性 及 稳定 性 
对 于 二 维 波动 方程 的 初 值 问题 
[ae nn 


Ot? 
O 
u(xz,0) = yp(z), 3 ee Vz), rE€R?, 


如 果 完 全 按照 前 面 混 合 问题 的 方法 建立 能 其 不 等 式 , 就 需要 在 R* 上 计算 能 其 积 


/| [+ |dridez. 


(2.6.7) 
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在 一 般 情形 下 ， 上 述 积分 可 能 是 发 散 的 . 为 避免 这 一 困难 ,我们 设法 选择 一 个 有 界 
区 域 来 建立 能 基 不 等 式 . 

对 于 二 维 波 动 方程 初 值 问题 ， 从 其 解 的 表达 式 可 看 出 解 对 初 值 和 方程 右 端 项 
的 依赖 关系 ， 任 取 上 半空 间 RR*? x (0,+co) 内 的 一 点 (zo,to), 那么 解 w(zo:to) 的 值 
只 依赖 于 初始 条 件 p、w 在 圆 域 


py 


ato 

上 的 值 及 方程 右 端 项 三 在 特征 锥 
K={(st)||r— rol <o(to—t)},0<t<to} 
上 的 值 ， 也 就 是 说 解 u 在 点 (zo,to) 的 值 由 pw、w 及 f 在 特征 锥 信 内 的 值 唯一 确 
定 . 因此 对 于 二 维 波动 方程 初 值 问题 的 解 ， 可 由 特征 锥 K 上 的 定 解 条 件 所 确定 ， 
当 取 定 t=7 时 , 特征 锥 大 与 超 平面 {(zb |t=7} 的 交 截 区域 KN{(z.t) |+=7} 
可 视 为 是 R? 中 的 有 界 区 域 2. 即 82; 在 R? 的 投影 区 域 为 5 
设 u(z1,72,t) E C1, 在 人 f2 上 定义 (能量 ) 积 : 


/dy us (Bi1s Toast) + a 3 (x1, xa,t)ldridrs, 


类 似 前 面 混合 问题 的 方法 ， 可 得 到 下 面 的 能 基 不 等 式 ， 


引 理 2.6.4 设 vw(z 是 初 值 问题 (2.6.7) 的 解 ， 则 对 Yto > 0. 存在 A(t0) > 0. 
当 0 < tg to 时 ， 有 能 基 不 等 式 


Q(t) < M(to) oo 十 [ff reared 
RK 


其 中 M(to) 二 eto ， kK 一 {(z, T) | Iz 3 zol < a (to 一 7)>, 0 < TT < t < to}. 
证 明 设 l(z,1) pr (2.6.7) 的 解 , 对 Yto > 0, 当 0<tg<to 时 , 将 Q0) 
两 端 关于 + Wi 


10(t a(to—t) 
| Ee -3 a [| + pa maeun 
0 


@ 下 
= /| Ur te Pun]dr = 5 [ 区 +a” 2 ‘Jat — 1t)d9 
‘ = J0 py 


2 


时 [区 +a” as Wi :| dr 一 5 | 区 十 co- Jas. 
2 }021 


访 


= {(z,0) | |s — zol < et} 


改 由 


人 
ltt = 如 人 (an 二 ee f 


2.6 能 量 积分 法 ” 解 的 唯一 性 及 稳定 性 


及 Green 公式 可 得 
g | 
i [wa 十 0 usu dz = ji uf a? 2 (Uliz; 十 uziuait)| d 
: = 1 一 工 
{ ey 


O( O(uruz,) 


= ff utar 十 | > 
人 12 


一 外 ufdr+a? 和 Utuz; cos( TDi)d.9， 


并 由 
u? 三 uz cos2 (no., z1) 十 U7 cos’ (n, x2) 
可 得 
; 2 
| | +a? ,ds = = 2 [u? cos? (n, zi) + a2u2 ]d5， 
2 Jan, i=1 en 
从 而 
a :=// urfdz+ > [e Uttiz, COs(N, Di) 一 uf Cos (n, zi) 一 202u2 ,| d5 
dt =1 A 2 
0 
2 / 
= uf dz 一 2 [wu cos(n, zi) 一 auw,] dS, (2.6.8) 
0 a 
其 中 双 为 012 的 单位 外 法 线 向 量 . 
综 上 可 知 ， 对 Vto > 0, 取 M(to) =e”, 当 0<t<to 时， 则 由 式 (2.6.8) 可 得 
+ dz, 


ce EE < 了 Ww? dz 十 1 fdw 
21 人 


dt 
在 上 式 两 边 同 乘 以 e-', 再 从 0 到 +t 积分， 得 
本 ] 一齐 ¢ FR js 
Q(t) <eo(0+s/ e rf 天 


-7 之 eto (0<7T<t<to) 可 得 


rf wj dz| <u < IE tf roel | 


的 解 ， 则 对 vto > 0, 存在 Mi(lto) > 0， 


从 而 由 e 所 6 
MN) < et + (0) 
本 2.6.5 设 u(z,t) 是 初 值 问题 (2.6.7) 
当 < to 时 ， 有 能 基 不 等 式 
A! 区 ?二 ,J drdr < Mi (to) oo (0) + jj drdr| 
Ki 
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证 明 设 w(z,t) 是 初 值 问题 (2.6.7) 的 解 ， 则 对 Yto > 0, 选取 Mi(to) = 2toe'. 
当 0<t<to 时， 由 引 理 2.6.4 可 得 


AN(t) & eto oo 十 I rar 
Ki 


将 上 式 两 端 关 于 + 从 0 到 + 积分 ， 得 


t 1 N 
人 Q(T)dr < |/ 200) 十 [rere dT 
0 0 jh 
"tf y 
< toe' (0) + er / Jraea d7 
J0 x 
< toeto0(0) 十 men {| frarar, 


Ki 


从 而 由 Q(7) 的 定义 ， 


Nea le cml ffres] 


引 理 2.6.6 设 w(z,t) 是 初 值 问题 (2.6.7) 的 解 ， 且 
] 5 
一 一 Ldz， 
| 
则 对 Yto > 0, 存在 M2(to) > 0, 当 0<tgto 时 ， 有 


Qo(t) < M(to) oo+ + 六 dedr| 


目 存在 Ma(to) > 0, 当 0<tgto 时 ， 有 


/Jean < Ma(to) [oo00) + Q(0) + Hj reo 


证 明 设 w(z,t) 是 初 值 问题 (2.6.7) 的 解 ， 则 对 Yto > 0, 当 0<t+<to 时 ,将 
函数 Qo(t) 两 端 关于 上 求 导 ， 得 


dQo(t) 1d /®t 
dt 2dt. 人 ww pap 


a 2 a(lto—1) 

= 一 ~ wp uuipdodpn 

2 p=al(to— a [ 所 | 
a 

= wds 全 | eds & ft + wldz, 

On 


02, 


2.6 能 量 积 分 法 ” 解 的 唯一 性 及 稳定 性 .97 . 


故 由 引 理 2.6.4 可 得 


dQ 
i < Nolt) + er IN [20) + | Pdzdr|， 


从 而 将 上 式 两 边 同 乘 以 e, 从 0 到 上 积分， 得 


Oo 人 (入 etQo(0) 有 人 "oo + Ja 
< et!Q0(0) 十 加 et [ + ff ra 


综 上 可 知 ， 对 Vto > 0, 选取 M2(t) =ezto, 当 0<t 乏 如 时 ， 有 


Qolt) < Molto) [Qo(0) + Q(0) + | | fedzdr| 
Ki 


选取 Ma(t) = 2toezto, 当 0<t<to 时， 将 上 式 两 端 关 于 t 从 0 到 t 积 分 ,得 


t 
人 4o(T)d7 过 wt) { ouo 十 0(0) 十 [ff rasa dT 
Kr 
< Malto)t |oo00) 十 (0) 十 frdadr|, 
HH 


Le < Malto) oo 十 9Q(0) 二 Hines | 


定理 2.6.4 如 果 二 维 波动 方程 初 值 问题 (2.6.7) 的 解 存在 , 则 必 是 唯一 的 , 并 且 
连续 依赖 于 所 给 的 初始 函数 p、 少 及 方程 右 端 项 f, 即 对 Ve > 0 及 充分 大 的 7 了 >0， 
存在 5 > 0, 当初 始 函 数 满足 lpllzztpw) < 6、llezillzztpo) < 6、llpzsllzztoo) < 6 、 
lwllzzrey <5 及 方程 右 端 项 满足 ||fl|Lz(k) < 65 时 ， 有 


从 而 


|lullza(Kk) < &, 
其 中 KK={(z,t)| lx-0l<a(T-t),7r€eR’,0gt<T}. 
证 明 设 加 ,如 是 初 值 问题 (2.6.7) 的 两 个 解 ， 则 = 一 满足 定 解 问题 
(天 rE€R’,t>0, 


Ou 
7,0) = 0， 一 =0, TER. 
ulz,0) Ot li=0 
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下 面 证明 : 对 V(x,t) € R? x [0,o0), 有 (zx,t) =0. 
对 V(z,t) € R? x [0, 00), 取 了 > 0 充分 大 ,使 (x,t) eK, 则 由 引 理 2.6.6 可 得 


{fara 寺 必 , 
/六 


故 由 的 连续 性 可 知 ， 对 V (zx,t) E 天 ,有 
Q(B 0 


从 而 由 (zt 的 任意 性 可 知 ， 对 Vv(z,t) € R? x [0,%0), 有 (x,t) = 0. 
男 一 方面 ， 如 果 w 是 初 值 问题 (2.6.7) 的 解 ， 则 对 Ye > 0 及 充分 大 了 > 0. 


E E 
0 三 一 函数 满足 lollzzrpew) < 56、|leallzateu) < 06、 
取 5= F371 当初 始 本 数 满足 loll eta) < 6 palescoy 


上 pzsllzz2(8o) < 56、 llcz(eo) < 5 及 方程 右 端 项 满足 ||flliz(k) < 5 时， 由 引 理 2.6.6 


可 得 
|lullizcr) 二 I udzdt 
kK 
< Ns) oo + Q(0) + / } | fdadr| 
. Kk, 
< NMas(T)[62 + 0 +2a26 + 60] <e, 
即 


hullya(r) < a. | 
上 述 各 引 理 及 定理 2.6.4 的 结论 对 于 n= 1 及 n= 3 的 情形 也 同样 成 立 ， 请 法 
者 自行 完成 证 明 . 


习题 ”2.6 


2.6.1 两 端 固定 的 弦 在 阻尼 介质 中 的 微小 横 振 动 满足 如 下 方程 
Ou _ Ou Ou 
Ot? 8x2 ot 
其 中 a > 0 是 常数 .证明 其 能 量 是 减少 的 ， 并 由 此 证 明 方 程 
2 -2 
a ta = (mm) 
满足 第 一 类 边界 条 件 的 混合 问题 的 解 是 唯一 的 . 
2.6.2 一 长 为 ! 的 弦 其 一 端 因 定 ， 男 一 端 受到 与 速度 成 正比 的 阻尼 的 作用 ， 此 时 弦 的 横 振 动 
满足 的 边界 条 件 为 网 


| > 0). 
ot 元 儿 _ ka ) 


u(x,0) = 0, ( 


人 


试 证 明 此 时 弦 在 作 自 由 微小 横 振动 时 能 量 是 减少 的 ， 并 由 此 证 明 弦 振动 方程 
Ou 二 u 
Ot? 
满足 上 述 边 界 条 件 的 混合 问题 的 解 是 唯一 的 . 
2.6.3 设 vw、 ww 均 是 弦 振 动 方程 
Ou 20°u 
Bl" Or 
的 解 ， 且 v、w 满足 如 下 的 边界 条 件 


v(0,t) = wv(,t) = w(0,t) = w(l,t)=0 


2 = f(z,t) 


=0; 0D<%<lt>0 


试 证 明 


d [1 /' /Ov Ow 20v Ow 
sa/ (FB + 各 )dz| =0 有 


2.6.4 对 由 分 离 变 量 法 求 得 的 混合 问题 的 解 (2.3.9), 试用 系数 An 及 B (n = 1,2,…) 来 


表示 能 量 积分 ER 
vu “ 也 
Se i/ 改过) + 二 ju 


2.6.5 考虑 波动 方程 的 混合 问题 


i TEf 人 ,tt>0， 

Ot? 

u(r,0) = yp(z), |,_, = (7), rED, 
Ou 

sh = > 

(5 +au) 0, t+ 0， 


其 中 a > 0 是 常数 ，n 为 了 的 外 法 线 方向 . 
设 v 为 上 述 混 合 问题 的 解 ， 定 义 能 量 积分 


E(t) = a/// l(a (= 十 村 站 | 的 Jar J+ 宇 /fs 


斌 证明 (1) 三 常数 ， 由 此 证 明 上 述 混 合 问题 的 解 是 唯一 的 . 
2.6.6 设 w 是 带 一 阶 耗 散 项 的 波动 方程 混合 问题 
du —@ :Au a =0, TEN,t>0, 


Ot? Ot 
u(z,0) = y(7), A wr), TEN, 


ul =0, t>0 


的 解 ， 其 中 a > 0 为 常数 ，02 C Rs 为 有 界 区 域 ， 卫 为 其 边界 . 试 证 明 其 总 能 二 


-OD EE) 


随时 间 的 增加 而 减少 ， 由 此 证 明 上 述 混合 问题 的 解 是 唯一 的 ， 
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2.6.7 设 有 界 区 域 2 C RR 的 边界 了 由 两 部 分 To 及 让 组 成 (看 非 空 ), 考虑 在 站 上 给 


定 耗 散 边界 条 件 的 混合 问题 
Ou 2 = 、 
Br —a AMu=0, rE€EQ,t>d0, 
uz,0) = p(z)， P| ,= wz) ze 
oi = (a 二 5 =0，t>0 


其 中 a > 0 是 常数 ，n 表示 Ti 的 外 法 线 方向 . 

设 久 是 上 述 混合 问题 的 解 ， 试 证 明 其 总 能 量 E(t) 随时 间 的 增加 而 减少 ， 这 里 (1) 的 定义 
同 习题 2.6.6, 由 此 证 明 这 个 混合 问题 的 解 是 唯一 的 . 

2.6.8 在 具有 障碍 物 的 空间 及 ”中 考虑 声波 的 传播 ， 可 归结 为 如 下 波动 方程 在 外 部 区 域 中 的 


混合 问题 ek 
一 a’Au=0, zeER\N,t>0, 
u(x,0) = yp(z), 字 ee vz), zr € RVitQ, 
于 |， 0 


其 中 是 及 中 具有 光滑 边界 一 的 有 界 区 域 ，n 是 及 相对 外 部 区 域 RN\49 的 外 法 线 方向 . 
对 空间 陈 ? x [0, 十 oo) 中 的 任 一 点 (z,T) (T > 0), 作 过 该 点 的 特征 锥 与 + = 0 所 围 成 的 锥 
形 域 K(T) 的 截面 2.( 可 视 为 R” 中 的 有 界 区 域 ), 即 


0 =K(T)N{(zt) |t=7r} (0g<r<T). 


并 记 0 = ;nn (RS\N). 
设 久 为 此 混合 问题 的 解 ， 定 义 能 量 积分 为 
Co 3 7 Ow \?2 
-I EY 
但; 


试 证 明 已 (t) 随时 间 增 加 而 减少 . 
2.6.9 利用 第 2.6.8 题 的 结果 ， 证 明 波动 方程 的 混合 问题 


Ou 

B12 = f(r,t), LER, tS0, 
u(r,0) 一 %(z)， 2 1 =V(r), re 
Ou 

li g(xwt), t20 


的 解 是 唯一 的 ， 其 中 卫 为 R"” 中 有 界 的 光滑 闭 曲面 ， 82 为 一 的 外 部 区 域 ，m 为 王 相对 外 部 
区 域 2' 的 外 法 线 方向 . 
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本 章 研 究 一 类 典型 的 抛物 型 方程 ， 即 热传导 方程 
Ou 


Bh"=1 


的 初 值 问题 和 混合 问题 ,讨论 了 它们 的 求解 方法 (分 离 变 量 法 与 Fourier 变换 方法 ) 
与 解 的 性 质 ( 极 值 原理 等 ). 作为 工具 ， 我 们 较 系 统 地 介绍 了 Fourier 变换 和 Laplace 


3.1 ”Fourier 变换 和 Laplace 变换 


Fourier 变换 和 Laplace 变换 在 偏 微分 方程 的 求解 与 理论 研究 中 有 着 重要 的 应 
用 ， Fourier 变换 是 最 常用 的 一 种 积分 变换 ， 其 基本 特性 之 一 就 是 把 微分 运算 转化 
为 乘法 运算 ， 从 而 能 把 一 个 线性 偏 微分 方程 的 问题 转化 为 常 微分 方程 的 问题 ， 甚 至 
转化 为 函数 方程 问题 . 当然 ， Fourier 变换 的 重要 性 远 不 止 于 此 ， 它 在 其 他 应 用 科 
学 ， 如 信息 论 、 光 学 、 无 线 电 技术 等 学 科 中 都 有 极为 广泛 的 应 用 ， 它 是 近代 科学 技 
术 中 的 重要 数学 工具 之 一 . 

在 这 一 节 中 ， 我 们 先 介 绍 Fourier 变换 及 其 运算 性 质 ， 然 后 介绍 另 一 种 形式 的 
积分 变换 ， 即 Laplace 变换 . 
3.1.1 ， Fourier 积分 和 Fourier 变换 

在 学 习 Fourier 级 数 的 时 候 ， 我 们 已 经 知道 ， 一 个 以 21 为 周期 的 函数 f(7), 如 
果 在 [1,1] 上 分 段 光 滑 ， 且 在 间断 点 处 


gin =, Lt f= el 


》 


则 在 [一 /中 上 f(z) 可 以 展 成 Fourier 级 数 


a 2 7 下 人 -WT 
f(z) = 村 十 》， (a cos 一 十 b,, sin -一 )， 
部 三 法 


人 让 nné 
an = 7/ f(€)cos—— dé, n=0,1,2,.…, 
Gp l 
1 
六 = 了/ FEV ag, Wy 
人 1 
并 称 其 为 f(z) 的 Fourier 系数 ， 
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令 入 ,= (n = 0,1,2,….), 利用 Euler 公式 


eixnz 一 Cos Mz 十 isin Nz, 
f(z) 的 Fourier 级 数 可 改写 为 复 指 数 形式 
Pe 二 (on om 6 0) 一 i 
其 中 , 
cn = Me dé€， 多 二 0, 土 1, 土 2,…， 
或 写 为 


| 
f(z) es i | [ f (Ee nt qd ein 
如 果 f(7) 在 (-co,co) 上 有 定义 ,在 任何 有 限 区 间 (1,1) 内 有 连续 导数 ， 我 们 


可 构造 周期 函数 


f(x), Zz € [=1,)), 
f(z) = 
f(z+2k), zr € [2kl—1,2kl+/), 大 三 十 1, 士 2……… . 


显然 有 
f(z)= lim jz (Vx € R), 
/二 十 
从 而 
fi)=©@ lim 直上 万 (和 )e 一 加 pe 
1 一 十 cxc 2 
记 和 和 == Mn 和 An 一 1 = = 二 AA, 如 果 ¥( T) 在 及 内 绝对 可 积 ， 即 四 ) € | 


7 
则 可 以 证 明 ， 当 1 坟 二 wo 时， 有 A 和 一 0, 是 


f(z) = a Fe 万 (Ce J sn A A 
"十 0 We 
= 一 AH 7 ein0 一 51de. 
注意 到 sin 和 A(x 一 6 和 cos (zx 一 6 关于 入 分 别 是 奇 函 数 和 偶 函 数 ， 利 用 Euler 公式 


可 将 上 式 写成 攻 
fF(w} = a ; dA a, €) cos A(z — £)dE. (3.1.1) 


定义 3.1.1 设 f(x) 在 (-oeo,eo) 上 有 定义 ， 如 果 对 Vr e RR, 有 反常 积分 


十 De Wy 
一 本 | a ) cos ALr — E) dé 
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都 收 全 ， 则 称 其 为 f(x) 的 Fourier 积分 ， 此 时 ， 称 等 式 


十 oo 十 oo 
到 1/ 上 人 JeosXz ~ Odé 


为 f(z) 的 Fourier 积分 公式 . 


应 该 指出 ， 等 式 (3.1.1) 的 推导 过 程 是 不 严格 的 ， 至 于 一 个 非 周 期 函数 f(x) 在 
什么 条 件 下 ， 可 用 f(z) 的 Fourier 积分 公式 来 表示 ， 有 下 面 的 Fourier 积分 定理 . 


引 理 3.1.1 若 f(x) 是 区 间 [-21,21] 上 的 分 段 光 滑 函 数 ， 则 对 VY zx € [一 ,小 有 


i i jt dé = SLf (z+0) + f(r — 0)], 


入 一 十 cc ， € 
其 中 f(z 土 0) = Alim ， f(r+tAz). 


证 明 作 兄 数 


nt 辣 二 区- 包 


€ 
则 由 f(x) 在 [21,21] 上 分 段 光滑 可 知 ， g4(&) 及 g_(&) 均 在 [-1,!] 上 是 分 段 连续 
的 ， 故 由 Riemann 引 理 可 得 


1 0 
lim / g++(é€)sin AE dé = 0, lim / g—(€)sin A€ dé = 0, 
/0 Yo0 J—l 


入 一 十 CO 
从 而 由 
SinA€ 1 _ aint | f+” sint | 
mf Fe [ 和 [ i 到 
ed E tet ne 
CE 
= f(r + OT + or) sinX, 
其 当下 Es A f(z — Oi A f+ AE 
€ é é€ 
= f(z— 0 + 9g_(€)sinAXé 
可 得 


入 一 十 oo 


1 x 
,lim fi 10 df= lim [ lrer om + gr(é) sin A€|dé 
0 


了 jz 十 0)， 
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0 
im 本 f(r+é€) 3 dc 三 lim [f(z -0) ce 十 0_(6) sin XE dé 


入 一 十 co J _ 全 
= -fl 一 0). 
将 上 两 式 左 右 两 端 分 别 相 加 可 得 
lim 六 f(z +é) ~ dE = [1(z +0)+ f(r — 0)]. | 


若 f(z) 在 民 上 绝对 可 积 ， 当 1= 十 oo 时 ， 引 理 3.1.1 仍 成 立 , 证 明 留 给 读者 . 


定理 3.1.1 (Fourier 积分 定理 ) 
如 果 函 数 f(x) 在 及 上 分 段 光 滑 且 绝对 可 积 ， 则 f(x) 的 Fourier 积分 在 及 上 
一 点 处 都 收敛 于 f(z), 即 等 式 (3.1.1) 成 立 ， 也 就 是 Cauchy 主 值 意义 下 ) 


1 
7)=— 1]i li M(x — £)déldA. 
f(z) im i | im [ f(€) cosA(z — €£)délc 


不 2 一 十 co 4 一 十 co 


证 明 因为 函数 f(x) 在 民 上 分 段 光滑 ， 所 以 对 Yze 形 , 取 ! > |zx|, 由 引 理 3.1.1 
可 得 


1 
mf f(z in SA = alf(z +0)+ f(z—0)= f(z), 
从 而 由 ， 
1/ aod NE EN = sin A€ | Sin ZE 
Jo é 
可 得 
jn Ed 
ns 元 :fe J 
ef f(r+é) ol) el 
二 一 ,lim / af f(r +E€) cosAME de, 
即 
1 十 co 
Jr) = 一 -| uf f(r+E) cosAME dE. {8.1.2) 
0 


又 因为 f(x) 在 民 上 绝对 可 积 ， 所 以 存在 c > 0, 使 得 


"十 OO 
ee / [f(r)ldr <+o 
J 一 CO 
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于 是 对 v4>1, 有 
/ | en 
el 2/ fe+ eos Xdt+ 上 4/ f(s + ©) eos Xa 
= /erosar { fe+ os 
卫 er Osslaer { let oa 
< etrer f(z+ Ode] < 了 


综 上 可 知 , 对 Ye > 0, 取 1 > max {5, |z|}, 当 4 > 1 时 ， 在 上 式 中 ,固定 
同时 令 4 一 +oo, 再 令 v 忆 +o0, 并 利用 式 (3.1.2) 可 得 


Ef a fro oonXde /0) EE 


从 而 由 
十 20 十 co 
fe é) eo Mdé = Gas 人 = 可 jd 


及 = 的 任意 性 可 得 
-三 A/ €) cosA(E 一 Z)d6. | 


利用 Euler 公式 可 得 如 下 推论 . 
推论 3.1.1 设 f(z) 满足 定理 3.1.1 的 条 件 ， 则 有 


十 cc 十 Do _ 
f(z) = 去 / f ee eixzdA 入 . 


定义 3.1.2 设 f(z) e L(R ), 称 [1 Je-psd 为 f(s) 的 Fourier 变换 ， 记 
为 F[f(z)] 或 f(A), 即 
十 oo 
F[f(z)] = F(X) = / f(s)e-Mrdz, 


称 元 fe f(z)e dz 为 f(z) 的 Fourier 道 变换 ， 记 为 -1[f(z)], 即 
不 /a5 


十 DO 
jiAZ 
F[f(z)] = 去 / f(z)e yzdz. 
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由 定理 3.1.1 的 推论 3.1.1 便 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 3.1.2 如 果 函 数 f(x) 在 民 ee 则 f(z) 的 Fourier 变 
换 存在 ， 且 此 变换 的 道 变换 为 f(x)， 


em 
例 3.1.1 求 f(x) 的 Fourier 变换 (入), 其 中 
1, |zl<1, 
mm-1 
0， |z| > /. 
解 由 Fourier 变换 的 定义 ， 得 
十 oc "1 ! 
f(A) = ,INEdE = eiNde = cos AEdé = 
fl) | ie e= | eae= | eosrtat 
例 3.1.2 求 f(x) = erlzl 的 Fourier 变换 . 
解 由 Fourier 变换 的 定义 ， 得 


三 十 co "0) 十 cc 
FA) := / e-léle-iMde = / esll-iNde + et(ltiN) ge 
一 Oo — OG 0 


二 C9 . 十 cc _ 
二 cowWaet+ / Ss 
0 /0 


十 cc py 
1 cos AEdE = . 
€ os AEdé = T+ 


2sinAl 


3.1.2 Laplace 变换 
在 热传导 方程 
Ou _ » Ou Ou Ou 
Fr- (B7+ Ga + ga) 
中 ， 用 -t 代替 t+ 时 ， 方程 不 再 保持 原来 的 形式 (这 和 波动 方程 不 同 ). eg 
导 方 程 描述 的 是 所 谓 “ 不 可 逆 ” 过 程 ， 它 把 过 去 的 状态 和 将 来 的 状态 区 分 开 来 .| 
于 这 个 原因 ， 我 们 只 讨论 t 20 时 的 温度 函数 (zri,z2,z3.1) 的 性 质 . 
Laplace 变换 是 对 于 只 在 上 > 0 时 有 定义 的 函数 f(t) 施行 的 一 种 积分 变换 . 
设 f(t) 为 定义 [0,+co) 上 的 连续 函数 ， 令 


ef 
4 
0, 和 汉 二 


并 假设 f1(t) 是 可 以 进行 Fourier 变换 的 ， 则 根据 Fourier 积分 公式 有 


1 十 cc 十 ce 
OE MG 
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故 当 +>0 时， 有 


ett 十 Co 十 co ， 
t) 三 一 一 一 (+iA)5d id 入 
10=/ |/ roe ae 


2 
EF ee pS | . 
二 云 / I/ He rde erayd), 
从 而 令 s = b+ 十 iA 可 得 
1 b+ioo _ 
f(t) = 元/ f(s)estds, 


其 中 
f(sj = -séqé. 
Ke 1 Feersedte 


从 上 面 的 两 个 表达 式 可 得 出 f(t) 与 f(s) 可 以 互相 用 一 种 积分 来 表示 ， 其 中 积 
分 变量 s 可 取 复 值 . 下 面 讨论 右 端的 广义 积分 在 什么 条 件 下 收敛 , 在 什么 条 件 下 等 
式 成 立 . 

定理 3.1.3 如 果 f(t) 在 [0,+co) 上 有 定义 且 满 足 条 件 : 

(1) f(t) 在 +>0 的 任 一 有 限 区 间 上 分 段 连续 ， 

(2) 当 + 性 +%w 时 ， f(t) 增长 速度 不 超过 某 一 个 指数 型 的 函数 ， 即 存在 常数 
A >0 和 ro 之 0 ( 称 ro 为 f(t) 的 增长 指数 ), 使 得 


If < Merot，0 芝 二 < 十 co， 


则 函数 

二 十 cc 

全) 王 ee 

f(s) /| f(€)e dé 

在 半 平面 Res = > ro 内 收敛 ， 并 且 f(s) 在 此 半 平 面 内 是 解析 的 . 
A 
证 明 由 条 件 (1) 可 知 ， 对 V4>0 及 VseC(C 复数 集 ), 积分 | fl)estdt 
存在 ， 并且 当 上 > 0 时 ， 由 条 件 (2) 可 得 
|f(t)e-*!| < Merote (Res)! = Me—(r—ro)t, 


故 当 7 = Res > ro 时 ， 有 


十 00 十 00 RR 
| |f(t)e-*|dt < | ed < too, 
J0 


0 


十 Do 
从 而 积分 / f(€)e dé 在 半 平 面 7= Res > 7o 内 绝对 收敛 . 
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另 一 方面 ， 由 条 件 (2) 可 得 


)e-s]| = > | 一 tF( t)e | < Mte—("— ro)t 


二 


太 
0 


十 co 
即 积分 / 全 [/(b)ers]dt 也 在 半 平 面 + = Res > ro 内 绝对 收 伍 
0 5 _ 
综 上 可 知 ， f(s) 在 半 平 面 >= Res > ro 内 有 定义 且 解 析 ， 


定理 3.1.4 如 果 f(t) 在 [0,+eo) 上 连续 ， f'(t) 在 [0,+co) 上 分 段 连续 ， 且 满 
足 定 理 3.1.4 的 条 件 (2), 则 当 上 > 0 时， 有 


于 是 
二 [be 9 


ds 


十 co 
ds 上 Mte— -otqt < 十 co， 
0 


I Ei 也 7 十 ice 


f(t) = lim 一 - f(s)estds = — f(s)es'ds; 
NV 一 co 271 riN 271 /Tr—ioo 
当 +<0 时 ， 有 
1 rtiN ; 1 r+ioo _ ， 
lim 一 一 ds = 一 一 sje" ds 三 0 
Ne rd ri 27i rico f(s)e Te | 


其 中 f(s) 与 定理 3.1.3 中 相同 ， 积 分 是 沿 任 一 直线 r = Res > ro 进行 的 ， 并 且 把 
We 
证 明 引入 记号 
] rtiN _ ] ArtiN 十 ce 
t) = 一 一 s)estds = 一 - cje-ssdclestds. 
fn(t) 人 Fs)ertds = I/ f(Qe"at 


271 iN 27i J,_in 


十 co 
对 =>0, 由 积分 人 1/ berstdt 在 Res> ro 上 +e > ro 上 关于 s 一 致 收敛 可 得 


te r 十 iN 
fn(t) = 1 19|/ es! da 


E 人 Fayertt- nN 0 de 
To 一 


十 co 
本 < Si rn Sin Ny drs. 
7 


Wt 
令 g(n) = f(n7 二 tje-"", 当 7 >t 时 ，g(m) 关于 连续，g'(n) 关于 7 除去 有 
限 个 第 一 类 不 连续 点 外 处 处 连续 ， 由 引 理 3.1.1 可 知 ， 当 +>0 时 ， 有 


Rt ft sinN 0 sinN 
lim moO=wim | | 0 nt gm a 
) 7 


人 一 十 oo AN 一 二 oo TT | NN 


3[o(0) + g(0)] = f(t), 
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即 | 
, 1 r—ioo _ 人 Ny 
证 一 vlim fn(t) = zi/ f(s)estds (Cauchy 主 值 意 义 下 ); 
AN 一 十 co 271 rico 
当 t+<0 时 , 令 7= 一 +> 0, 得 
| a 10° sin Ny 7 sin N7 
Nim_ fv = lm I/ 关 克 一 d7) -| oo a 
J 
= 319(0) ~ 9(0)] =0, 
即 
了 
271 


一 100 a 训 四 . NR 
| Feds = lm fx() =0 


十 oo 
定义 3.1.3 设 f(t) 满足 定理 3.1.4 的 条 件 , 称 [ f(t)e “dt 为 f(t) 的 Laplace 


变换 ， 记 为 L[f(t)] 或 f(s), 即 
十 oo 
cbD] = Fs) = | f(te-stdt. 


称 工 ”fs)ertqs 为 Hs) 的 Laplace 道 变换 ， 记 为 C-:[F(s)], 即 
c= | fi Fs)eds, 
其 中 Res=r>ro&0. 
由 定义 3.1.3 可 知 ， 如 果 f(t) 满足 定理 3.1.4 的 条 件 ， 则 当 t > 0 时 ， 有 
f= 2 [fo = £7 AF. 
此 时 下 称 为 f(t) 的 像 ，f(t) 称 为 f 的 原 像 . 
例 3.1.3 求 下 列 函 数 的 Laplace 变换 : 
(1) f(t) = ce (c 为 实 常数 ); (2) f(t) = er (a 为 实 常数 ); 
(3) f(t) = 大 (4) coswt (w 为 实 常数 ). 
解 (1) 由 Laplace 变换 的 定义 ， 得 


十 Do 一 5 十 co Cc 
Cfcl = / ce tdt = = =— (Res > 0). 
J0 3 
(2) 由 Laplace 变换 的 定义 ， 得 
,—(83—a)t 十 co 1 
e 
7 sat,—3t si 二 Res> a). 
Lle”|] = /Hou 6 “dt 三 a |, = ( 
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(3) 由 Laplace 变换 的 定义 ， 并 利用 分 部 积分 得 
Ll[t*] = fF t*e tdt 
J0 


t2e—st 十 cc 1 -8 | 
= | - | 十 ;| 2te— stdt 
5 0 5 0 


=| I 2 2 


32 


(Res > 0). 


0 52 0 33 
(4) 由 Laplace 变换 的 定义 ， 并 利用 分 部 积分 得 
十 oo 
Ll[coswt] = coswte “dt 
0 


coswte stiltoo 1 /1 
ll 3 we ”Sinwtdt 
) 


5 0 3s 


5 全 we ”Coswtdt 
0 2 Jo 


1 we st sinwt 
i 
1 
避 


-— sklcoswt] (Res > 0), 


人 
从 而 
9 
82 症 ww2 
3.1.3 ”Fourier 变换 和 Laplace 变换 的 基本 性 质 


在 讨论 下 列 基本 性 质 时 ， 总 是 假设 所 涉及 函数 的 Fourier 变换 和 Laplace 变换 
及 其 逆 变 换 是 存在 的 ， 其 中 常数 在 没有 特别 说 明 时 可 以 是 复数 . 
由 积分 的 线性 性 质 可 得 


性 质 3.1.1 (线性 性 质 ) Fourier 变换 和 Laplace 变换 都 是 线性 变换 ， 即 对 任意 
两 个 函数 f 和 9g 以 及 任意 常数 a 和 5, 都 有 


Llcoswt] = (Res > 0). 


Flaf +bg] = aFf[lf] +bFlg9], Llaf + bg] = aLlfl + Llg]l. 
性 质 3.1.2 (相似 性 质 ) 对 任意 的 函数 f 及 实 和 常数 c 都 有 


证 明 今 =cx, 则 当 c>0 时 ， 有 


十 90 “十 
zlen= | fl wd = = | fe = (2). 


ce 
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当 c<0 时 ， 有 


FrUenl= tftndn = -7 
从 而 
Fol= 再 7(2) zxg) 


另 一 方面 ， 令 I=ect 由 c>0 可 得 
十 co "十 OO spi 
clf (et)| = [ fl(ct)e stdt = =z/ f (me :dn = = 


0 ejo c c 
性 质 3.1.3 (位 移 性 质 ) 对 任意 的 函数 f 及 实 常数 c, 有 
FIf(z —o)]=e FU) 
Cle f(t)] = Ps 一 9. 
证 明 今 n=€-c, 则 有 
"十 O60 i 十 oo 
Flf (zr 一 o)] = | | f(E—c)e dé | f (ne—iXnte) qn 


+ Ve pp 中 
=e™ 人 Je =e FIf(a) 


另 一 方面 ， 由 Laplace 变换 的 定义 ， 得 
cle f(t j= ese a= fe d= Fs- 
性 质 3.1.4 (微分 性 质 ) 
) 如 果 flz)，Pz) e CR) mn COR), 则 
大 [让 ] = iAFIf (7))]; 
(2) 和 如果 Fi) 和 fp) 均 满足 定理 3.1.4 的 条 件 ， 则 有 
LIF'(D] = scLGO -1 
证 明 (1) 由 f(x), 万 (7) ee 
lim f(x)e 2 = 0， 


THO0 


从 而 f(z)， f(x) EL(R) nC(R), 并 利用 分 部 积分 可 得 
十 Do 
F[f'(z)) = f'(r)e | 
于 a Flz)e-iedz = iAF[f (x)]. 


- [flzje-pz]| 
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(2) 由 f(t) 和 f'(t) 均 满足 定理 3.1.4 的 条 件 可 知 ， 当 Res > ro 20 时， 有 


fe = 
于 是 利用 分 部 积分 可 得 


十 2o 


col= 上 f'(t)e stdt 


十 co 


十 ce 
= [F(b)e- 习 证 二 jberstdt = sC[f (0)] — f(0). | 


0 
一 般 地 ， 如 果 f(z), f(z) E 工 了 )mC(R) (= 1 2……,m)) 则 有 
FI = (A [Fa 
特别 地 ， 当 n = 2 时 ， 有 
FIf" (2)] = -XFLf (7)]. 
如 果 f(t)，f(t) (k = 1,2,… ,n) 均 满足 定理 3.1.4 的 条 件 ， 则 有 
f(0) fF(0) han 


s s2 sn 


Cf] = s"{ ALO)] 


性 质 3.1.5 ( 乘 多 项 式 性 质 ) 
(1) 如 果 f(z), zj(z) e L(R), 则 有 


(2) 如 果 f(t) 满足 定理 3.1.4 的 条 件 ， 则 有 
EHs) = LL-tf(O) (Res > 10), 


一 般 地 ， 如 果 f(x), zrf(z) 外 L(R) (大 和 1; 2 pi ,Hi)y 则 有 


类 
大 d 


Fr Jo)] = xf). 


性 质 3.1.6 (积分 性 质 ) 
(1) 如 果 f(z) e L(R), 则 有 


| [ae] = -AU 
(2) 如 果 f(t) 满足 定理 3.1.4 的 条 件 ， 则 有 


ce|{ snar| = TR) 
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证 明 (1) 由 f(z) 满足 定理 3.1.1 的 条 件 可 知 ， 积 分 上 限 函 数 可 导 ， 且 
d I 
/fa = 7) 
于 是 由 性 质 3.1.3 可 得 


-| 主 f(Od = or| 1(9dl| 
| (Od = [f(a)]. 


(2) 令 At ;= [10 )dr, 则 由 f(t) 满足 定理 3.1.4 的 条 件 可知 ， R(t) = f(t) 
且 (0) = A 
CIN(D] = sC[h()] = h(0) = sc[h(t)), 


t 1 本 
c|/ f(D)ar| = fs) i 


由 于 Laplace 道 变换 是 一 个 复 变 函 数 的 积分 ,计算 复 变 函数 的 积分 通常 比较 困 
难 ， 但 当 f(s) 满足 一 定 条 件 时 ， 可 用 残 数 方法 来 计算 ， 下 面 的 定理 将 提供 一 种 计 
算 方法 . 

定理 3.1.5 如 果 s1, sz, … ,sn 是 f(s) 的 所 有 奇 点 ， 且 lim f(s) = 0, 则 有 


1 Tr 十 ioo 


即 


即 


f(#) = f(s)estds 一 Res [f(s)e®!], 


27i . Tr—io0 
其 中 适当 选取 r > 0, 使 得 Re ss <7 (k=1,2,… ,n). 

此 定理 的 证 明 读者 可 参阅 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 、 南 京 工学 院 ( 现 东 南大 学 ) 
数学 教研 组 编写 的 《积分 变换 》 一 书 ， 


例 3.1.4 设 f(x) =ersz” (B > 0), 求 7 
解 由 Fourier 变换 的 定义 及 分 部 积分 公式 ， 得 
三 十 co _ 
J(A) = 8 dy 
本 “9 | Pm on 
a [x epr ei | 上 生 | ze-pz e-iAzd7 


一 oo 入 
二 -全 丰 [ 一 ire Bz ], 
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故 由 性 质 3.1.5 可 得 
f(N) = -人 Fl-ire-3* ] = a TA, 
(和) 作为 和 的 函数 满足 下 面 的 常 微分 方程 初 值 问题 


d ~ 入 ~ 
| 


解 得 


定义 3.1.4 设 函 数 f(x) 与 g(x) 在 实数 集 民 上 有 定义 ， 如 果 积分 
"十 OQ 
/ le — Ely(eyde 


对 所 有 的 x € 民 都 收敛 , 则 称 该 积分 为 f(z) 和 g(x) 在 民 上 的 卷 积 , 记 为 (f #9)(x). 
简 记 为 f*g, 即 


十 Do 
(x90)=/ fs — gt)dé. 
定义 3.1.5 设 函 数 f(t) 与 g(t) 在 [0,+co) 上 有 定义 ， 如 果 积 分 


1 
|! f(t — 7)g(7T)d7 
J0 


对 所 有 的 + Ee b, +co) 都 存在 ， 则 称 该 积分 为 f(#) 和 g(t) 在 [0, 二 wo) 上 的 卷 积 ， 也 
记 为 (f*g)(1), 简 记 为 f*g, 即 


(f * og)(t ja f(t— 7)g(7T )d7. 


这 里 需 注意 ， 上 面 两 种 卷 积 的 符号 相同 ， 但 对 象 和 定义 有 差别 ， 在 使 用 时 应 小 
心 ， 由 积分 性 质 易 推 得 卷 积 的 下 列 性 质 : 
) 卷 积 满足 交换 律 ， 即 1* og = 0x# 上 广 
) 卷 积 满足 结合 律 ， 即 f * (g #1) = (f #9g)*h: 
) 卷 积 满足 分 配 律 ， 即 f* (g++ = f*g+f*h. 


定理 3.1.6 只 定 于 
如 果 f(x ) € 0 C(R), 则 


0 
证 明 仅 以 Fourier 变换 为 例 ， 证 明 第 一 个 等 式 . 


3.1 Fourier 变换 和 Laplace 变换 :15 


捉 实 上 , 今 n=z 一 & 由 f #9 满足 Fourier 变换 条 件 可 得 
十 SO 十 20 
rrom= | fe -ose wa 


Tce 十 cc 
上 gl(é)e 全 I/ f(z — Wy dé 


OC 


三 ， | 二 fe an| a 
Vie i eva] | seme 


FI[(f * 9g)(x)] = FLf (7)]: Flg(z)]. | 
对 于 nn 个 自 变量 的 函数 f(x) = zi， zi), 也 可 类 似 地 定义 Fourier 变换 为 


1 条 二! 拓 7 
十 cc Teo 
= | = f(r)e NW dr drn; 
=60 一 cx 
oo 


| 


从 而 


条 布 
定义 F(A) = PUM ,is ,A 入) 的 Fourier Oe 
二 Se 
flz pam Pie )ei NT dA :dAn, 


(A, 7) 二 入 ITZ1 十 和 22 十 = 十 ;eR 
对 于 nn 元 函数 f(z1,… ,zn) 的 Fourier 变换 ， 上 述 性 质 及 定理 关于 Fourier 恋 
换 的 结论 也 同样 成 立 ， 只 需要 把 在 性 质 及 定理 中 出 现 的 表达 式 作 如 下 修改 : 


三 [Zi 二 cn)] 二 eNet An ca )F[f (ri1, 2, es ,Tn)}; 


关于 卷 积 的 表达 式 如 下 : 
"十 co "十 OC 
+9)= | 2 We (EL 
FI # 9)(z)] = FL Ce): Fo)), 


其 中 上 = (ys jy 一世 三 (1 = Els Tn = én): nk 
对 于 n 元 函数 /(z1,… ,zn) 的 Laplace 变换 ， 也 有 类 似 上 述 的 结论 ， 
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3.1.1 设 了 三 0 为 实 常 数 ， 


(1) fl) = ee 
(3) f(z) = 人 2 


[zl 
(5) f(z)= | 
0， 


| 到 < 6% 


习题 


求 下 列 函 数 的 Fourier 变换 : 


zl| 这 QQ > 0. 


3.1 


sin QT 


) f(2) 
(4) f(x) = cosw i 


3.1.2 设 a > 0,w>0 为 实 常数 ， 求 下 列 函 数 的 Laplace 变换 : 


fe 
上 em 
(3) 7 = 
(5) f(t) = VE 


(7) f(t) = tecosht:; 
(9) f(t) = e'sinwt: 


3.1.3 求 下 列 函 数 的 Laplace 逆 变 换 : 


(1) f(s)= (82 + 1)(s2 + 2) 
~ 1 

(3) f(s) 人 一 和 王政: 

en | 

9 


3.1.4 证 明 如 果 f(z) 与 g(z) 满足 定理 3.1.3 的 条 件 ， 


3.1.5 证 明 


其 中 a > 0 为 实 常 数 . 


(oy 6 = 3 
i 下 
(4) f(t)= fi 


(86) fl = Cosh at: 
(8) f(t) = tsinht: 
(10) f(t) = e"! coswt. 


~ 1 
人 A) = (s2 + 1)(s2 + 2) 
1 
(4) f(s) = s(s + 1)? 
> 1 
C6) Lla = s(s+1) 
则 有 


Llf * g(7)] = L[f (x)] : Llg(2)]. 
cosbrdw = Yi 
2a 


十 ee 2 
一 a2zr2 
e 
J0 


3.2 ” 初 值 问 题 ” 半 无 界 域 上 的 混合 问题 
本 节 将 介绍 用 Fourier 变换 和 Laplace 变换 解 初 值 问题 和 半 无 界 域 上 的 混合 问 


题 的 方法 . 
| 


用 Fourier 变换 解 初 值 问题 


以 一 维 热传导 方程 的 初 值 问题 


Ou 20°1 
Ot " Or 
u(r,0) 三 (7)， 


= f(z,t), 
rER 


ER,+S 0, 


3.2 初 值 问题 。 半 无 界 域 上 的 混合 问题 :过 人 


为 例 ， 介 绍 用 Fourier 变换 解 初 值 问题 的 方法 ， 
假设 (人 、wr (四 、Urz(Z 和 、f(2Z,t) 及 pz) 关于 变量 zx 可 以 进行 Fourier 
变换 ， 并 引入 记号 
Flu(zt)] = 2), F(t) = FAD，Fleol= BO 


为 求解 初 值 问题 (3.2.1), 首先 对 方程 及 初始 值 两 端 关于 变量 x 进行 Fourier 变 
换 ， 并 利用 微分 性 质 ， 可 得 到 以 入 为 参数 、+ 为 自 变 其 、( 和 ,t) 为 未 知 函数 的 常 


微分 方程 初 值 问题 。 “qa.p 
0 + ON 


dt 
i(A,0) = 2(A)， 


一、 
0 


解 该 初 值 问题 
避 、 玄 二 oD 
a = Be + Fe ondr 
再 对 4( 和 ,t) 进行 Fourier 道 变 换 ， 利 Ue 关于 变量 zx 作 卷 积 可 得 
u(z,t) = p(t) * £7! [ee 十 i * 大- ie 
0 


令 4 = 二 57, 由 例 3.1.4 可 得 


2 1 2 1 w2 
所 = -a A 亿 三 y [| esr|| = 8 1, 
| ] 2aVrt 2avnt 


于 是 


(wt) 1 1 (8 ~ 1€ 十 上 [2 fl) i ad 
WL = ee 4a<t CC @ 4a*(t— 
| 2aVTt /_w~ 由 二 0 t= pe 


表达 式 (3.2.2) 是 在 假设 前 面 各 种 运算 都 可 以 进行 的 情况 下 得 到 的 ， 它 称 为 初 
值 问 题 (3.2.1) 的 形式 解 . 
类 似 可 得 ， 二 维 热传导 方程 初 值 问题 


Ou Ou Ou 2 
一 一 一 |] = f(ri1,T2,t), (071 72 E R”,+>0, 

{2 (7 + ) zi 22,t), (T1272) a 
u(T1, 22,0) = p(T1;22), (TZ1,72) € R? 


的 形式 解 为 


十 Do 十 co 
© da2t sg 
人 二 402 ma |/ _? : 


ee eddedr, (3.2.4) 


t—T 


其 中 上 = (6,&2), 2 一 = (zw 一 + (x2 £62)2, dE = d&idé. 
三 维 热 传导 方程 初 值 问题 
人 f(x,t), zr ER’,+t>0, 


(x,0) = p(x), rz ER 
的 形式 解 为 


十 co 十 oo 十 Do 
oo Fr [for 
a 


十 26 f+% oo -Se 
4a20-r) dcd7. 
gpm | | 2 re de 


其 中 上 = (&1,&2,&3), |z 一 引 = me r; — €i)*, dé = ddcodcs. 


1 


通常 称 表达 式 (3.2.2) 、 (3.2.4) 和 (3.2.6) 为 Poisson 公式 ， 由 Poisson 公 
这 里 n= 1,3,3. 


1 专 导 方程 起 着 重要 作用 ， 


为 此 引入 函数 村 
ee > 0 
下 (人 寺 关 | Cea 
0, reR",tg0, 

称 函数 T(z,t;&,7) = 天 (一 上 一 7) 为 热传导 方程 的 基本 解 . 
利用 热传导 方程 的 基本 解 ， 可 将 n 维 热 传导 方程 初 值 问 题 

Ou 本 

| azAuv = f(x,t), re R",+t>0. 


u(x,0) = wz),r € R" 


的 形式 解 统一 表示 为 


a 
砚 ( 硬 坟 三 | K(z—é,t)p(t) de 十 | / K(r—é,t—7)f(t.7) 
/Rn Jo /Rr 


其 中 对 & 积分 为 n 重 积 分 ，|r 一 外 = (wi 一 
寿 - 


下 面 以 一 维 热传导 方程 为 例 ， 证 明 在 一 定 条 件 下 ， 初 值 问题 
(3.2.2) 就 是 古典 解 . 


(3.2.5) 


(3:2.6) 


式 可 


.2.1) 的 形式 解 


定理 3.2.1 如 果 函 数 p(x) E ) 是 有 界 ， jz 三 0. 则 出 式 (3.2.2) 确定 的 
牟 ， 


消 数 wu(z,t) 是 初 值 问题 (3.2.1) 


证 明 当 上 > 0 时 ， 由 于 Jr,0 三 0, 并 利用 基本 解 可 将 式 (3.2.2) 


"十 OO 
UT t) = / NA(r—é tp(E) dt. 
D9) 


写成 
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1” 证 明 : 函数 K(x 一 &,t) 满足 


Te 1， ZER,tLt>0， 
一 oa 0, iEé€R,ti<0. 


事实 上 ， 当 t+ 0 时 ， 由 K(x 一 6,t) 三 0 可 得 
"十 Oo 
ke-e9dE=0 
当 + > 0 时 ， 作 变换 £ = 7 十 2aVtn, 则 由 dt = 2aVt dn 可 得 


ee E)2 


1 
4a2t de 二 dn, 


Kl(z = é€,t)dét = > 
人 (4a2nt)3 


十 co 1 十 cc 员 
【 K(r—é,t)dt = | e "dn=1. 


2 证明 : 积分 [mk (Tz 一 tp(&)dt 在 展 x (0,+%0) 上 绝对 收敛. 
事实 上 ， 由 wp(z) 在 人 上 有 界 可 知 ， 存 在 常数 M > 0, 使 


sup |2(z)| < M, 


TER 


从 而 


故 由 1” 可 得 


十 co 十 2o 
/ K(r—é,t)yp(t)dt| < M / K(x—é&,t)dt = M, 


即 积分 /天 [5 一 4)o(8)de 在 恨 x (0.+oo) 上 绝对 收敛， 从 而 由 式 (3.2.7) 确定 


的 函数 wz 在 玉 x(0.+oo) 上 有 定义 且 有 界 . 
K 
3。 证 明 : 对 Yti, tb (ty > >0), 一 分 yl )dé 5 三 soe)dE 


在 区 x [ti;t2] 上 者 一 致 收敛 . 
下 实 上 ， 对 VY(zbe 开 x 币 ,二 ,将 天 (= 关于 上 求 偏 导 数 得 
OK | 1 -| 
Ot Ot 2aVrt 
2 ,£2 (am 一 5)2 
一 __1 =- 邱 多 十 证 二 全 
datVrt 2avVnt 4dat* 


故 由 妇 1< tz 可 得 
1 


| 工 记 | 
or | datVrt i da 
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1 
< 二 一 全 46” 1 @ 4et2 
~ 4at1 Vi DaVit dat? 

VE Vi T(r —é€) 
- 2 6b) + | at K(r—é ,to)|， 
并 由 w(x) 在 民 上 有 界 可 知 ， 存 在 常数 M > 0, 使 得 
VB ,Ve 
1, 
a 
从 而 | 
Ty 2(6) MP 大 (光一 直入 } 拉 a 


男 一 方面 ， 放电 5=ZT+2avt 刀 7 并 利用 


Vos 211+oo 1 /+™® 2 
1 ei [3 了 ]| e-Padn = 
ee 2 -oo 2 2 


十 Co _ 十 OQ > 
/ 人 K(r—é€,t2)dt = 翅 / me 7 dn = 3 


可 得 


广 EG of6) as < M? [| wi i ee €,t2)| dé 
= Ot Ut 
1, 1 3M? 


十 cc > 
从 而 积分 /- pk) (ede 在 展 x 三 ,3] 上 一 致 收复 ， 旦 绝对 收 伍 . 


同 理 可 知 ， 积 分 人 于 po(6dt 在 恨 x [6.a] 上 一 致 收 剑 ， 目 绝对 收 俩 


42? 证 明 : 由 式 (3.2.7) 确定 的 函数 u(x,1) 满足 初 值 问题 
Ou ,02u 
和 2 =0, zeR,i>0, 


HH " dr 
u(z,0) = p(x), xz €R. 
事实 上 , 由 3° 的 结论 可 知 ，w(z,t) 可 在 积分 号 下 对 x 求 二 阶 偏 导数 ， 对 + 求 
一 阶 偏 导数 ， 且 容易 验证 
OK(r—é&,t) 02K (x — &,t) 
ot 本 Oz? 
于 是 当 上 > 0 时， 有 
Ou Ou /+™ roK(r—é,t) 9 一 人 人] ,ie 
ot DOz2 | ) | ot Or? 用 


下 证 u(x,t) 满足 初始 条 件 ， 即 对 VY zo € 下, 有 


lim (Vt = pmo): 


(z,t) (zx0,0+) 
对 VzoE 民 及 se >0, 由 yp(z)€E C(R) 可 知 ， 存在 M>0 及 5 >0, 使 得 


sup lp(z)| < M, 
ER 


上 髓 当 lz 一 zol < 0 时 ， 有 
lelz) - p(z0)| < 3 
十 co 
对 上 述 的 zo,s>0, AM>0,56 >0, 由 e-7 dn = V7 可知， 存在 X > 0， 
使 得 对 VY (x,t) € R x (0, 十 00), 有 


十 oo 十 59 
人 |e(z + 2aVtn) 十 plzo)|le-7 dn < 2 人 e-7 dn 二 
到 


x 3 
2 2 = 2 E 
) [p(x + 2aVtn) 一 p(xzo)le™” dn < 2 | e 7 d7 < 3 
> 一 CO 
并 且 当 |7| < X， lz 一 zol < 时 人 ) 时 由 
daX 
01 0 
|( (zr +2aVtn) — zol < lz 一 zo| 十 2aVt7 < 二 出 安 了 = 让 
可 得 
X a E 十 oo 证 后 Ee 
1 [wp(z + 2aVitn) 一 p(xo)le dn < i#/. e 7 dn= 3， 
从 而 当 |z -zol< 呈 ,0<t< (了 ) 时 , 有 
daxX ' 
2 2 EA 2 E & € 
和 pz + 2aVtn)e ™ dn — | p(zo)e 7 dn| < 十 了 十 3 = 6; 
Ee es 


和 十 co 十 co 
lim j yp(z + 2aVtin)e ” dn = /| Pp(zo)e 7 dn. 


(zt) 一 (zo,0+) /oo 一 co 


另 一 方面 ， 令 上 =z+ 2aVvt 妇 , 则 由 式 ) 可 得 


Ww,t) = 


_ {rz— 6)2 人 Vtn) = d 
i 4a21 dé = 一 二 p(T 十 2a t77) e 7， 
2aVTLt | _*® ?le) Vr 


并 由 1° 的 结论 可 知 ， 对 VY zo e 及, 有 


Bo) 去 而 人 ne 


十 co 2 
二 多 dc = -一 o(zo)e " dn, 


Vi /~ 
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从 而 对 Yxzoe 了 ,有 
lim Uj,t) pL0). | 


(2,t) >(z0,0+) 

注 3.2.1 当 f(z,t) 关 0 时， 只 要 假设 f(z,t) 有 界 并 和 运 当 光 滑 ， 可 以 证 明定 理 
3.2.1 也 成 立 . 当 yp(z) 在 下 上 有 界 且 分 段 连 续 时 ， 定理 3.2.1 仍然 成 立 ， 这 时 初始 
条 件 理解 为 仅 在 P(z) 的 连续 点 上 成 立 . 

在 定理 3.2.1 中 关于 ”(z) 有 界 的 假设 (f = 0) 可 以 改进 为 

Ip(z)| < Me4e (zeR,t> 0)， 


并 可 以 证 明 由 式 (3.2.2) 确定 的 函数 ulz,) 在 人 (x 人 
是 初 值 问 题 (3.2.1) 的 解 . 

由 定理 3.2.1 可 知 ， 齐 次 热传导 方程 的 解 比 波动 方程 的 解 有 较 好 的 光滑 性 ， 只 
要 初 值 函 数 p(z) 有 界 ， 解 u(z,t) 在 t > 0 时 就 是 无 穷 可 微 的， 而 对 于 固定 的 +. 解 
u(z,t) 是 z 的 解析 函数 . 


例 3.2.1 设 c 为 非 零 弟 数 ， 求 解 下 述 热 传导 方程 的 初 值 问题 
Ou Ou 


一 一 三 0Q,。 : R, + > 0, 
| Ot Ox? EC 


ce 芯 衬 0 
wsi0) = 
人 


解 令 上 =7z+2vt7, 则 由 Poisson 公式 可 知 ， 人 题 的 解 为 
过 二 


rER,O0<t< 


1 
-人 1 
4a3A } 上 上 仍 


六 
NE 
4t 


1 (z 一 6)2 
Ole de = 
2aVTt := 2vrt 


CG 人 一 认 ] 人, —n2 
之 -一 Q7) 二 
i- | 


-| 6 下 3 Ca) 浊 ij 
ed 


例 3.2.2 用 Fourier 变换 求解 初 值 问题 
Ou Ou 
人 本 二 rE€ER,t>0, 


u(x,0) = pL), Dl = Vr), rE€R. 


解 将 方程 及 初始 条 件 两 端 关 于 x 进行 oi 变换 ， 
{ i=0, t>0, 


dt2 
u(M,0) = 万 ( 和 )， 


da 


入 


= (AN), 


dt li=0 
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故 由 常 微分 方程 初 值 问题 的 求解 公式 ， 得 
(入 ,t) = CU(A) cosa\t pe 一 BA ) Sin CAt， 


另 一 方面 ， 由 Fourier 变换 性 质 3.1.1 、 性 质 3.1.3 及 性 质 3.1.4 可 得 
大 [DB(A) cosaAM] = SF [2(A) eioNt + P(A) en”!] 
= 41 [FIle ad] + Flo(r + ol) 
1 
一 5lP(z 一 at) 十 2(z 十 at)]， 
Sin CAt ~ | 1 ~ 1 一 
大 1 | 和 VC)] 三 i | wp (AM)eioXt ee eo"| 


= 元 -1 [去 Fe 十 ofi)] 一 Re 二 ab] 


-Br vow- fT wos 


i 了 十 Qt 
=/ va 
"Jz—at 


从 而 所 求 初 值 问题 的 解 为 
1 T 十 at 
ul(z, +1) = le T—at)+w(r+at)|+ 二) w (EdE. 


此 为 D'Alembert 公式 ， 当 wp € 0O?(R), we C1( 民 ) 时 ， 上 述 wu(z,t) 的 表达 式 为 该 问 
题 的 古典 解 . 
3.2.2 ”用 Laplace 变换 解 半 无 界 域 上 的 混合 问题 

只 举例 说 明 如 何 应 用 Laplace 变换 解 半 无 界 域 上 的 混合 问题 . 


例 3.2.3 假设 取 一 个 硅 片 (图 3.2.1)， 
让 它 的 表面 暴露 在 具有 杂质 均匀 定常 浓度 
为 No 的 大 其 气体 中 . 气体 的 其 充分 大 , 使 
得 杂质 浓度 No 可 看 作 是 与 时 间 t 无 关 的 
常 基 . 随后 ,杂质 通过 平面 z = 0 扩散 到 硅 
片 里 形成 一 种 分 布 ， 现 在 来 求 杂 质 浓度 分 
布 随时 间 变 化 的 关系 ， 


解 这 个 问题 可 归结 为 求解 如 下 的 扩散 问题 
ON 0? 
BD =0, 0<z<+o,t>0, 
N(z,0) =0, 0<%<+o, 


S 


图 3.2.1 


N(0,t) = No， slim N(z,t) =0,， tz0. 


- 124 第 3 章 抛物 型 方程 


对 方程 和 边界 条 件 关于 变 甚 + 进行 Laplace 变换 ， 得 


dN 9 
[= DH Nz,s) =0, 0<z<+o, 
ww 1 
(0， 5) 一 一 No, lim N's%, 5) es 0, 
SG 一 十 cc 
解 得 常 微分 方程 的 通 解 为 


N(z,s) = AeVBz + Be-VB®, 


其 中 4 与 B 为 任意 常数 . 
另 一 方面 ， 由 无 穷 远 处 的 边界 条 件 
(4eV 训 十 Be VB®) = 


lim N(z,s)=0, 


了 一 十 


得 4 = 0, 再 利用 边界 条 件 (0,s) = = Nu, 得 B= No, 从 而 
N(z,s) 兰 加 e-V 训 >. 
查 Laplace 变换 表 可 知 ， 原 定 解 问题 的 解 为 
N(z,t)= No orfe (57) 
其 中 erfc(a) 称 为 余 误 差 函 数 ， 且 满足 关系 式 erf(a) + erfc(a) = 1. 

综 上 所 述 ， 可 以 看 到 Fourier 变换 和 Laplace 变换 不 仅 可 用 于 求解 一 维 热传导 
方程 的 初 值 问 题 ， 还 适用 于 求解 其 他 类 型 的 线性 偏 微分 方程 的 初 值 问 题 以 及 其 他 
的 定 解 问题 ， 以 Fourier 变换 为 例 其 求解 步骤 为 ; 

(1) 将 方程 关于 部 分 自 变量 进行 Fourier 变换 ， 导 出 未 知 函数 炎 的 Fourier 变 
换 如 所 满足 的 方程 及 初始 条 件 (一 般 化 为 常 微分 方程 的 初 值 问题 ). 

(2) 求解 如 所 满足 的 党 微分 方程 的 初 值 问 题 ， 得 出 的 表达 式 . 

(3) 用 Fourier 逆 变 换 公 式 求 出 v 的 表达 式 . 这 是 用 Fourier 变换 法 来 求解 时 


较 困 难 的 步 又 ， 一 般 要 利用 Fourier 变换 的 性 质 或 直接 查 Fourier 变换 表 及 Fourier 
逆 变 换 表 而 得 . 
习题 3.2 


3.2.1 设 p(x) 连续 且 具 有 紧 支 集 ，w(zx,t) 是 初 值 问题 
Ou 2 O° a 
{oe rER,+>0, 
uz,0)= v7) reER 


的 解 ， 证 明 im ur 四 三 0 关于 一致 成 立 . 


3.2.2 求 一 维 热传导 方程 


ou Pu 
Ot Or? 
1 
形 如 wu(z,t) = yid Cw 的 所 有 解 . 
3.2.3 求解 下 列 热 传导 方程 的 初 值 问题 : 
Ou 2 D2 u 
wm {ue Bz =0, TER,t>0, 
u(z,0) =sinz, 7 €R; 


ot Orz? 


2 

Ou 和 rEeR,t>0, 

(2) 
u(r,0)=7z*+1, reR. 


3.2.4 用 Fourier 变换 法 求解 定 解 问题 
Oxu Ou 


Bt om rE€ER,y>d0, 
v(x;0) = (EL); lim u(x,y)=0, rzE€R, 
其 中 + = VB 二 次 
3.2.5 设 a 与 8 均 为 实 常数 ， 求 解 下 列 半 无 界 直 线 上 的 混合 问题， 
Ou sa 
喜 一 Q B72 =0, 0<z<+o00,t>)0, 


(1) $ u(xz,0)=0, 0&<z<+o%, 

u(0,t) = £2, lim dt) 三 0, tt 0. 

Ou 202u 2 

这 一 二 一 人 u, 0<z<+o,t>0, 
(2) 4 u(x;0)=B, 0 5<+o0, 


u(0,t) = 0， im 有 =0,， t>0. 
3.3 ”混合 问题 
和 波动 方程 一 样 ， 在 几 类 特殊 的 有 界 区 域 上 的 热传导 方程 的 混合 问题 都 可 以 
用 分 离 变量 法 来 求解 .本 节 介绍 一 维 有 界 区 域 上 热传导 方程 的 混合 问题 的 解法 . 
3.3.1 ”第 一 边 值 问题 
对 于 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 
Ou 25 
有 一 地 3 = f(zt), 0<z<h i 
u(x,0) = p(x), 0O<7z<)1, 
u(0,+) = ee ull,t) = pp2(t), tz20 


的 求解 ， 类 似 于 对 波动 方程 的 讨论 ， 可 先 求解 下 面 的 混合 问题 


(3.3.1) 
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ot Oz? 
wy, 0) = pz), 站 过 六 很 (3.3.2) 


u(0,t) =0, wl(l,t)=0, tz0, 
然后 利用 齐 次 化 原理 、 边 界 条 件 齐 次 化 及 芋 加 原理 ,可 求 得 混合 问题 (3.3.1) 的 解 . 
下 面 用 分 离 变 量 法 求 混合 问题 (3.3.2) 的 形式 解 . 
设 混合 问题 (3.3.2) 有 可 分 离 变量 的 非 零 解 
ws,t) = (ET); 
把 上 式 代入 (3.3.2) 的 方程 ， 并 利用 边界 条 件 ， 可 推 得 T(t) 应 满足 方程 


TD + oAT(t) = 0, 


=0, 0<z<l,t>0, 


而 X(z) 应 满足 特征 值 问 题 
X"(z)+AX(r)=0, 0<x<l, 
X(0)=0, X(N)=0, 
其 中 和 是 待定 常数 . 
由 第 2 章 第 3 节 的 讨论 可 知 ， 只 有 当 和 的 值 取 为 
nm\2 
A 二 (一 ) 1 
时 ， 特 征 值 问 题 才 有 非 零 解 
Nn(z) EE B,, sin 2 下 全 上 驮 as 
其 中 B, 为 任意 非 堆 常数， 
把 特征 值 和 = 入 代入 T(t) 满足 的 方程 ， 解 得 
Ty = A = A ep 


记 Cn = A,B,, (7 = 1， 2 容易 验证 函数 
nT 


Un (CT t) = = Xn(T )7 “lt } 尘 Cne™ (5 ) sin 一 站 壮 办 at 


满足 (3.3.2) 的 方程 及 边界 条 件 . 
把 4(z,t) (n == 1,2,….) 等 加 起 来 ， 得 到 级 数 


wed) = Ce Pt gy 7 7. (3.3.3) 


六 三 1 


如 果 级 数 (3.3.3) 在 {(z,t)10< zg1,t>0} 上 收敛 并且 在 其 内 部 关于 xz 及 
t 可 以 分 别 逐 项 微分 二 次 及 一 次 ， 则 由 级 数 (3.3.3) 确定 的 函数 w(z, 满足 (3.3.2) 
的 方程 和 边界 条 件 . 

男 一 方面 ， 要 使 u(z,t) 满足 初始 条 件 ， 还 必须 有 


CO 
= > Onsin t= p(T); 


9 
于 是 级 数 (3.3.3) 中 的 系数 可 确定 为 
总 油 
人均 三 i/ P(E) sin 7 €d6, n= 1,2,.…. (3.3.4) 


这 样 由 级 数 (3.3.3) 及 式 (3.3.4) 确定 的 函数 ulz,t) 称 为 混合 问题 (3.3.2) 的 形式 解 . 
下 面 证 明 当 yw(zx) 满足 一 定 条 件 时 ， 形 式 解 就 是 古典 解 . 


定理 3.3.1 如 果 w(z) e C[0,1], yp'(z) 在 (0,1) 内 分 段 连续 , 且 yp(0) = yp(1) =0, 
Np hs te hat nit 


证 明 由 w(z) 在 [0,1] 上 连续 ，y'(z) 在 (0,1) 内 分 段 连 续 ， 且 p(0) = yp(l) =0 
可 推 知 ， 由 级 数 
Ce 一 (下 “)t sin 了 本 化 


天 一 | 


oa u(z,t) 在 (0,1) x (0,+eo) 内 关于 x 可 逐 项 微分 两 次 ， 关 于 t 可 逐 项 


微分 一 次 ， 且 wz 如 en 1] x [0,+co) 上 连续 ， 故 对 Y (zt € (0,1) x (0, +00)， 有 
下 = 号 责 [ce 宁 a 
-Eee 和 


对 Yte [0, 十 oo0), 有 


LT 
u(0,t) = lim, 大 (大 圭 王 > lim ene) 4sin z=0, 


| 


: _(a7a)21 nn 0 
(lL, 4) = lim ul(z,t) = Oh lim e i 光 天 =0; 
T+ 


n=1 


从 而 u(z,t) 满足 (3.3.2) 的 方程 及 边界 条 件 . 
另 一 方面 ， el(z) 在 [0, 中 上 可 展 成 Fourier 正弦 级 数 


kn 
= Cn sin 了 2， 


刀 1) 一] 
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其 中 
cu-= 了 /ws 于 6dk ee 
人 1 
由 Fourier 系数 的 唯一 性 可 知 ， 对 Vz € [0,1], 有 
ul( = lim Cne (i 7 i p(T); 
n=1 t=0+ 1 n=1 7 
从 而 v(z, 满足 初始 条 件 . 上 
例 3.3.1 用 分 离 变 量 法 求 混合 问题 
u Ou 
Ba 区 区 
也 ， 0 < T < oi 
u(x,0) = 1 
= 7 < < ] 
wt0, 直 =0，w(L 直 =0, 三 
的 形式 解 . 


解 由 式 (3.3.3) 可 知 ， 所 求 问题 的 形式 解 为 


u(x,t) = ” Cnet Sin NAz, 


7 一 1 


由 式 (3.3.4) 可 得 


1 
(Cin 三 区 €sinnnt dt +2 / (1 — &€) sinnnét dé 


J0 由 六 


1 
2 1 Nn 2 1 上 
-二 | -ie 区 + / cosmré dé + 3cos T+ | 


Nn 1 


COSNAE dd 


bb 一 


4 ， 胞 而 
从 而 由 4 

一 (一 了 
C2x = 0, C2k+1 二 ( 1) (2k 于 1)2x2 
可 知 ， 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


1 AN 4 
人 


对 于 非 齐 次 方程 齐 次 定 解 条 件 的 混合 问题 


Ek 二 0,1,2,... 


e 一 (2k+1) on tsin(2k + 1)7. 


Ou 20°u 
可 一 邀 Bz 一 f(x,t), 0<xi<l,t> 0, 
u(r,0)=0, 0<x<l, (3.3.5) 


u(0,t)=0, wll,t)=0, t20 


的 求解 ， 类 似 于 波动 方程 同样 有 齐 次 化 原理 . 


定理 3.3.2 ( Duhamel 原理 ) 

设 f(z,t) 关于 变量 x 满足 定理 3.3.1 的 条 件 ， 函 数 W(xz,t;7) 是 混合 问题 
ow 202W 
Bt " Br 
WE; 共 可 | = f(z7), OE; 


WI(0,t;7) =0, W(l,t;7)=0, 7T<<+o00 


二 0 有 


的 解 ， 则 由 | 
u(t) Sj W(z,t;7T)dT 


0 
确定 的 函数 是 混合 问题 (3.3.5) 的 解 ， 其 中 7 > 0 是 参数 . 
证 明 对 u(z,t) 求 偏 导数 ， 由 W(z,t;7) 满足 的 方程 及 初始 条 件 ， 得 


t ye 、 
Ou 二 OW te 性 中 有 dT 十 W{(z,t;7)| 
0 


8 ot PY 
t A2T17 
= Sar+ fo 
0 Or 
,02 二 2O02u 
一 wa 二 |/ W(tin)ar| + fot) = eB + fe,t) 


由 W(z,t;7) 定义 及 满足 的 边界 条 件 ， 得 


t 
u(x,0) =0, w(0,t)= | Wi0,t;T)dr = 0， uh) = | Wtndr =0, 
0 0 


从 而 wu(z,t) 是 混合 问题 (3.3.5) 的 解 . 
设 f(z,t) 满足 定理 3.3.1 的 条 件 ， 下 面 求 混合 问题 (3.3.5) 的 解 的 表达 式 . 
令 五 =t 一 mm 形 (z, 刀 ) 二 WW(z, 如 7), 则 到 (z, 刀 ) 满足 
OW _ 20°W 
Ot Or? 
Wlz,t)|,, 20 = f(z,7), Ogz<), 
W(0,t1) =0, WI(l,ti)=0, t>0, 


并 由 f(z,t) 满足 定理 3.3.1 的 条 件 可 知 ， 上 面 混 合 问题 的 解 存在 ， 且 可 表示 为 


=0, 0O0<z<lt>0, 


W(z,t1) Gl e-("F)h sin 1, 
(Zz,t1) = YO,(7)e 1 


7 一 1 


其 中 


1 i 
cu)= 5 f(€7) sin 本 5dk， n= 1,2,.…. 


-130 . 


Te 得 
W(x,t;7) = VC 


刀 一 1 


于 是 由 定理 3.3.2 得 到 混合 问题 (3.3.5) 的 解 为 


js =% 航天 
I sin 了 z, 


t oo 


nna \* nT 
Wt) Se DOre 六 (7) sin 下 人 d7 
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= 二 I/ ( / 大 Jsin FT ed)e 四 Optragr| sin 7. 


例 3.3.2 求 混合 问题 
Ou Ou 


Ot Ox2 
wz, 0) 二 有， 和 过 五 过 二 


wu(0,t) =0, wu(l,t)=0, +>0 
的 形式 解 ， 其 中 4 为 常数 . 
解 设 f(z,t) = Ae-t. 则 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


Ae Oxz<],t30, 


t 
29 2 2 

Wz, = > I/ Cn(T)e ™ ™ (Td7| sinmrz， 
n=1 0 


其 中 


1 
Cn(7) = s} Ae "sinnnétd€ = [1— (adn er, n=1,2,.... 
0 


nT 


令 Ce* = f ao )e-w2m2d-ndr 则 当 n 二 2k 一 1 (k=12,...) 时， 有 
24 2 2 
[Gs ee .= JP | —7T,—(2k—1)°n (t—7) 
2k—1 | [ (Ok — 太一 ee ® dT 
44 < 和 2 2 
(2 1) [(2k—1)2nx2—1]r 
Es 人 dr 
2 44 一 t 一 (2 类 一 1)2zr2t 
本 (2k 一 1)37r3 — (2k— py = ]， 
当 n=2k(k=1,2,…) 时 ， 有 


24 ee 
a ee CA) Tg = 0, 
0 


2KT 
从 而 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


可 1 马 
oo 44[e 一 一 e 一 (2K 1 看 < 


Mm 


sin (2k 一 1) 


对 于 非 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 
Ou 20° u 


uz0)=0, Ogsj&L, (3.3.6) 
u(0, 1) 拟 KH1(t), ul(l,t) A2(t), t 之 0 
的 求解 ， 类 似 于 波动 方程 可 化 为 求解 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 . 
设 ul(z,t) 是 混合 问题 (3.3.6) 的 解 ， 作 未 知 函数 的 变换 
u(x,t) = v(z,t) + Wl(z,t), 
将 上 式 代 入 混合 问题 (3.3.6), 则 v(z,t) 应 满足 混合 问题 
Ov ,0%w Ow ,02w 
0 D3 = Ba 0<7xz<l,t>0, 
v(7,0)= —W(z,0), 0<z<), 
v(0,t) = p(t) — W(0,t), vl,t)= p42(t) — W(L,t), t>0, 
其 中 W(z,t) 是 任 一 足够 光滑 的 待定 函数 . 
如 果 v(z,t) 满足 的 混合 问题 的 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 利 用 全 加 原理 可 将 其 分 解 


为 混合 问题 (3.3.2) 和 (3.3.5) 形式 来 求解 ， 为 此 只 需 选 取 W(z,t) 满足 齐 次 条 件 
W(0,t) = p(t), W(,t)= p2(t), +>0, 
显然 满足 此 条 件 的 光滑 函数 有 无 限 多 个 ， 为 了 简单 可 选择 z 的 线性 函数 ， 即 


Wh = t+ 2 pa 


l 1 
如 果 记 
fod) = -+ 
zlz) = —W(z,0) = ——— Ja(0) ~ 7 12(0) 
则 w(z, 满足 的 混合 问题 可 写 为 
i 5 ft, t),0<zr<l,t>0, 


v(z,0) = p(7), Og zg!, 
v(0,t) = 0, v(l,t)=0, tz0, 
从 而 利用 番 加 原理 可 知 ， 混 合 问题 (3.3.6) 的 解 为 


一 一 (2 )2 Pi 
-一 一 各 (人 ( 轧 十 7 p(t) )+ 二 Coe sin 一 


u(x,t) = 
l 
nn 
:时 | Cn(T)e (nF) (tr) dr sin 一 
| 
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其 中 
| 0.=1/ a 年 本 6 上 
C 


? [ Re nsin ed RE 
J0 J 


例 3.3.3 求解 长 度 为 1 的 有 界 杆 上 的 热传导 问题 


Ou ,Ou 

0 0 r<l,t>0, 
Bt a”™ Br 0 过 <xz< >0 
Wz,0) = pw), 0&E&L, 


u(0,t) = 0, ul(ll,t)=uo, t2¥0, 
其 中 y(z) 在 [0,1] 上 连续 ， y'(x) 在 (0,1) 内 分 段 连续 ， 且 wp(0) = 0, yp(1) = uo. 
解 设 w(z,t) 是 所 求 定 解 问题 的 解 ， 令 


LO 


v(z,t) = wu(7,t) 一 工 » 
由 ,t) 满 
En 2 和信 各 二 才 运 臣 下 汪 还 
Be 


v(7z,0) = %(Z) 一 了 大 过 兄长 矶 


w(G 苛 三 让 “性 相 三 而 入 
故 由 式 (3.3.11) 可 得 


二 有 (7 Tain 


坊 三 1 


从 而 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


u nma 
ulz,t) = 7 2+v(z, 1 = Pot one 本 
n=1 


其 中 , 
2 Wo 
Cn 三 了 ) i V SS DL 
[ WG 引 sin 一 lt WY 寺 : 直 名 
3.3.2 ”第 二 边 值 问题 
首先 考虑 边界 条 件 为 齐 次 的 混合 问题 


On ,0 A 
人 fs) Ol,t 人 i (3.3.7) 
u(z,0)= oz), Og<z&l, (3.3.8) 
Uz(0,t) =0, ull,t)=0, +>0 (3.3.9) 


的 求解 下 面 用 分 离 变 基 法 求 混合 问题 (3.3.7) 一 (3.3.9) 的 形式 解 . 


3.3 混合 问题 . 133 . 


将 可 分 离 变 量 的 非 零 解 u(z,t) = XX(z)T(t) 代入 边 值 问题 
人 你 0<z<1t>0， 


Bt " Or 
(0,t) =0,，ws(L,t)=0,，t>0, 


由 此 可 推 得 7(t) 满足 方程 


而 X(z) 满足 特征 值 问题 
X"(z)+AX(z)=0, 0<z<l, 
IE 
其 中 入 是 待定 常数 . 
由 第 2 章 的 讨论 可 知 ， 只 有 当 和 的 值 取 为 


nny? a 
An = (也 ) ， 旬 守信 了 名 
时 ， 特 征 值 问题 才 有 非 零 解 
AXn(Z) = cos v; R=0 2 ;, 
从 而 当 f(x,t) 三 0 时 ， 混 合 问题 (3.3.7) 一 (3.3.9) 的 特征 函数 系 为 
部 ' 土 0,1,2,.…}. 


nn 
COS 了 I 


为 求 混合 问题 (3.3.7) 一 (3.3.9) 的 解 , 我 们 将 待 求 的 解 a(z,) 和 定 解数 据 p(x) 、 
f(z,1) 都 按 特征 函数 系 {cos 了 zx | n=0,1,2,…) 展开 ， 有 


u(x,t) = Te 十 5 T(t) t)jcos 一 7 
和 九 一 ] l 
NT 
p(x) = 吕 | > pn cos zy, 
= 
_ folt) 


其 中 ) 
1/ nn 

nn 三 (€) cos 本 de， 体 三 012 

Re Ee (3.3.10) 


fn(t) = 3 f(é,1) cos 本 6d6， n = 0,1,2,， 
容易 验证 ，u(Z,1) Wu pg i 为 了 使 ul(z,t) pe 
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将 ulz， ee 3.3.7) 和 初 值 条 件 (3.3.8), 得 


t) nn nna\? Nn 
十 ) cos 一 - TT LA > [fal 一 (一 ) Tb] COS 7 
TT 
0 be ewe Dpncos Tr 
九 一 1 


比较 上 面 等 式 两 端 关 于 特征 函数 的 系数 ， 得 常 微分 方程 的 初 值 问题 
人 ) = 一 (2 ) 家 的 十 成 的 ，t> 0 


Tn(0) = pn, 
其 中 n= 0,1,2,…. 利用 常数 变易 法 可 解 得 
Tb = pnerC + A e-(FPngr, n=0,1,2,... 
从 而 问题 (3.3.7) 一 (3.3.9) 的 解 为 
二 计 忆 0 3 pne PY cos Ta 


3 fp itr+ Ef hn ? 


其 中 pw fn(t) (n= 0,1,2.…) 由 式 (3.3.10) 确定 . 
类 似 于 第 一 边 值 问题 ， 对 于 非 齐 次 方程 齐 次 定 解 条 件 的 混合 问题 
Oe Ca 3 = f(r, t), Qs ts0 
ot ， 
i 0 闫 喀 破 浅 
z= 0 vt 在 0, 20 
的 求解 ， 同 样 有 齐 次 化 原理 . 


定理 3.3.3 设 f(z,t) 关于 变量 x 在 [0,1] 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 


fz(0,t) = fr(l,t) = 0, 
函数 W(z,t;7) 是 混合 问题 
ig 
本 (省 多 | = f(a) Og 
Wi(0t7) =0, Wsll,t7)=0, tT 


的 解 ， 则 由 
u(x,1) =| W (xz,t; 7T)d7r 


0 


确定 的 函数 是 混合 问题 (3.3.12) 的 解 ， 其 中 + > 0 是 参数 . 


(3.3.11) 


(3.3.12) 


且 


证 明 由 扩 (z,t) 关于 变量 z 在 [0,!] 上 连续 , 上 且 (0,t) = 碎 (1,t) = 0 可 推 知 ， 
函数 u(z,t) 在 (0,1) x (0, 十 co) 上 关于 变量 zx 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 关于 变量 上 具 
有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ， 且 wu(z,t)、uz(z,t) 均 在 [0,14] x 二 co) 上 连续 ， 故 对 wu(z, 
求 偏 导数 ， 并 由 W(z,t;7) 满足 的 方程 及 初始 条 件 ， 和 


0 t OW (zx,t; 
和 = SO 计 寺 歼 茵 十 乔 
0 


ot ot 
0 | WD 
= 下 
2 t : 
i 3 I/ W (z, 人 


由 WV(z,t;7) 满足 的 边界 条 件 ，ff 
t t 
湖人 用 放生 二 W,.(0,t7)dr 三 0 wi(ll,t) = Wa(l,t;T)dT = 
uz (0.,+) . (0,t; 7T)dT wal(t, td) | (l,t;T)d7 


由 u(z,t) 的 定义 ， 得 
u(z,0) = 0, 
从 而 we 是 混合 问题 (3.3.12) 的 解 . | 
及 f(x,t) 满足 定理 3.3.3 的 条 件 ， 下 面 求 混合 问题 (3.3.12) 的 解 的 表达 式 . 
ee W (2., 二 一 WR 则 W(z,t) 满足 
aW ,2W 
Bi 0 
W(s |, 0 = fT) QSL 
W,(0,t1) =0, Wll,ti)=0, ti 20, 
并 由 f(z,t) 满足 定理 3.3.3 的 条 件 可 知 ， 上 面 混 合 问题 的 解 存在 ， 且 可 表示 为 


spe nma \2 nT 
W(x;t1) = Ss folr ) 十 > falT )e— (7) a COS 轴 硬 | 
n= 


=0, 0<z<l,ti>0, 


把 五 =+-7 代 入 丈 (z 六 ) 的 表达 式 ， 得 
3 fo(7) 十 > f(rje- (PY (7) COS 了 了 
三 1 


于 是 由 定理 3.3.3 得 到 混合 问题 (3.3.12) 的 解 为 
-3/ fo(7)d7 十 三 | / fn(T)e ) lt-rT) dr cos 本 (3.3.13) 


刀 一 1 


于 (人 发 帮 人 三 


其 中 
fn) =7) tn) es Tél, n= 0 


注意 到 ， 这 里 (3.3.13) 与 (3.3.11) 在 w(z) = 0 时 ， 情形 相同 . 
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例 3.3.4 求 混合 问题 
Ou Ou 四 


u(z;,0) = 2x, 0<zgl, 
uO wl 0 tO 
的 形式 解 ， 其 中 4 为 常数 . 


解 利用 分 离 变 量 法 可 知 ， 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


1 
u(z,t) = 3P0 十 Dpner mt Cosnny 


7 一 1 


+ jotr)dr 十 ,9 fn(T)e-™ "(tn)dr COSNAZ, 
0 
其 中 
1 
Pn = 2 / €2 cosnnéd£, n=0,1,2,... 
0 
1 
fr(7) = 2] 4er cosnnédé, n=0,1,2,.. 
0 
下 面 分 别 计算 pn, frl(F) (n 一 01,2.s ， * 


a 2 
vo=2/ Ed = 
0 好 


1 nn 
, 2 
Pn = | £2 cosnntdét = zs / 7? cosndn 
0 na /6 


2 分 nm 
二 一 一 “Si 9 | 
3 [ Sin7 十 27cos7 一 2siny77 
4 
-ga —1|, n= 1,2,.…, 


1 
= a] Ae' dt = 2Ae", 
0 


1 
一 2 / 4ercos7iTrcde =0, n=0,1,2,... 
0 


1 t 
1 jo(r)d7 = 24 | erdr = 2A(e! — 1), 
0 0 


3 
/ fn(T)e ™ ™ (7r)dr =0, n=0, 有 和 
J0o 
从 而 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


i 名 8 5 
u(x,t) = A(e! —1)+= 3 CGR 1 6 一 (2 一 了 cos (2 — 1)nx. 


对 于 非 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 


Ou 2 Ou 
“gr = f(z,t), 0<z<l,t>0, 
u(z,0) = w(x), 0O0<z<), (3.3.14) 


uz(0,t) 二 /1 (t), uz(l,t) = 42(t), t 之 0 
的 求解 ， 类似 于 波动 方程 可 化 为 求解 齐 次 边界 条 件 的 混合 问题 ,其 原则 上 通过 构造 
辅助 函数 ， 把 非 齐 次 边 值 问题 化 为 齐 次 边 值 问题 . 
设 ulz,t) 是 混合 问题 (3.3.14) 的 解 ， 作 未 知 函 数 的 变换 


u(x,t) = vz,t) + W (2z,t), 


将 上 式 代 入 混合 问题 (3.3.14), 则 v(z, 应 满足 混合 问题 
a SS 下 f(z,t), 0O<z<l,t>0 
ot = ot Or? 
v(z,0) = pz) ~ W(z,0), 0<z<&), (3.3.15) 


vz (0,) 二 H(t ) SS Wz (0,), vz (l, t) = 一 L2(t ) - Wa (1,t), t 之 0， 


其 中 W(z,t) 是 任 一 足够 光滑 的 待定 函数 . 
如 果 混 合 问题 (3.3.15) 的 边界 条 件 是 齐 次 的 , 其 形式 解 可 由 (3.3.11) 和 (3.3.10) 
给 出 ， 为 此 只 需 选取 W(z,t) 满足 齐 次 条 件 


Wz(0,t) = p(t), Wall,t) = p2(t), t>0. 
显然 满足 此 条 件 的 光滑 函数 有 无 限 多 个 ， 为 了 简单 选择 x 的 二 次 函数 ， 即 
W(x,t) = a(t)z? + P(t)z, 
且 待 定 函 数 a(t), 8(t) 满足 
Wi(0,t) = B(t) = p(t), Wall,t) = 2la(t) + B(t) = p2(t). 


由 此 解 得 
a(t) = 可 [wz 人 — M1(t)], B(t) = p(t), 
从 而 
W (zx,t) = = [2 — palt)]z? + p(t)z. 
如 果 记 
f(z,t) = f(z,t) A — (tr? — p(t)z + [pl (t) =— p(t)], 


5(z) = p(7) 一 2(0) — pu(0)]z” — p1(0)7, 
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则 混合 问题 (3.3.15) 可 写 为 
字 - 2 ~ ft), 0 < 1 
v(x,0)= Pp(z), 0g<7z<&l, 
va(0,t) =0, vill,t)=0 1t20, 


故 由 式 (3.3.11) 和 式 (3.3.10) 可 知 ， 此 混合 问题 的 形式 解 为 


bk 


二 po 十 二 me (2 cos 7 


t 
+ )dr 十 人 I/ (Te (tr) dr cos 了 7: 
0 


7 一 ] 


全 到 ;耕三 


| 


其 中 : 
Pn = 7) P(E) cos 本 6d6 元 王 0,1,2.…: ， 
f(t) = 人 fi(é,+) ) eos édé, n= 0, 1 
从 而 混合 问题 (3.3.14) i 


ua,t) = vs) + [pd) = pa (Ola? + p(t). 


例 3.3.5 求解 长 度 为 1 的 有 界 杆 上 的 热传导 问题 
ou Ou 121 a 
部 安信 1; > 
u(xz,0) = 1, O0<z<l, 
Wal = wall, se t¥(0. 

解 设 u(z,t) 是 所 求 定 解 问题 的 解 ， 令 


| 
v(z,t) = vu(z,t) 一 57 e， 


则 w(z,t) 满足 


2 
va(0O 0 vlljd} 0 1t 志 0 
故 由 式 (3.3.11) 可 得 


1 2 
忆 ( 严 , 草 二 本 十 > ne -nt Cosnnx 


pl (T)d7 十 5 I/ fril rT)e—" (一 dr| cosnnar. 


| 


习题 3.3 


其 中 
1 
Pn =| & cosnnédé, n=0,1,2,.…, 
0 
1 
fn(7T) = 2 / e" cosnnédé, n=0,1,2,.…. 
0 


下 面 计算 pn, fn(7) (n ==0,1,2,…), 得 


1 2 
%20 3 pn = maral(—1)" —1), n= 1,2,.…, 
fo(7) = 2e", fn(7T) = 0， n= 0,1,2,.…,， 
故 
t t 六 凡 
了 fo(T)dr = 2(e! — 1), 1 f(T)e-® ™ (tndr =0, n=0,1,2,..: 
0 0 
从 而 
v(7,t) 三 (et 一 1) 十 人 双 es @—(2k—1) mt cos (2k — 1)7z 
: 6 ne (2k = 1)272 


综 上 可 知 ， 所 求 混合 问题 的 形式 解 为 


Ls 
u(x,t) = v(z,t) 十 Te 


3 1 gg 让 大 = @—(2k-—1) mt Cos (2k 一 1)rz 
有 6 和 总 (25 一 1)272 
习题 3.3 
3.3.1 用 分 离 变 量 法 求 混合 问题 
Ou 2021 本 
其 一 现 5 二 筷 0<z<7,t>0, 
wz,0) 三 (zj 0 T, 
u(0,t) = 0, oe = 0， 玫 这 全 
Or 了 一 个 
的 形式 解 . 
3.3.2 设 4、w、a、 B 均 为 实 常 数 ， 用 分 离 变 量 法 求 下 列 混合 问题 的 形式 解 : 
Ou Ou 
机 一 4 二 人 1 区 < 全 < 


(1) 4 wu(z,0)=z(1—7z), 0g<z<!1, 
u(0,t) = 0, wl(l,t)=0, tz0; 
一 一 一 =0, 0<z<”,t>0, 
(2) u(x,0) = sin tx, 0<zr<n, 


u(0,t) =0, wv(n,t)=0, tz0; 
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Ou Ou 

人 2 汪 

Bt Ba ;人 0 过 六 有 人 2 半 
(3) WR) = 0 2 

Ou Ou 

Ox lr=0 g OT lz=2 

Ou 20°u 

Bt 2 gs 0, 0<z<l,t>)0, 


(4) ywu(z,0)=0, 0<z<&), 


u(0,t)= Asinwt, wl(ll,t)=0, tz&0; 


Ou 20244 

BB * =o 0<7z<l,t>0, 
(5) 4 u(x,0) = sin 4 0<zrg), 

Du =Q ey 三 0， 上 之 (0. 


Or lr=0 ”Or |s=1 


的 解 ， 其 中 


『 还 ， 0<zr< 
要 2 
p(T) = >。， 
(TC—1)., 3 <r£E1. 
3.3.4 求 定 解 问题 
Ou 2 D24 
Br —B(u — uo), 0< 人 zt 


uz,0)= yp(7), 0<z<gL1, 
u(0,t) = wu, ult)=u, t20 
的 解 ， 其 中 8、vwo 均 为 常数 ， w(z) 为 已 知 函 数 . 
3.3.5 长 度 为 1 的 均匀 细 杆 的 初始 温度 为 去 ，z = 0 端 保持 常温 wo, 在 x = 7 端 和 侧面 上 ， 
热量 可 以 发 散 到 周围 的 介质 中 去 ， 介 质 的 温度 保持 为 索 度 ,温度 分 布 函 数 u(x,t) 满足 定 解 问题 


Ou 2D27 

er ve C7 

u(x,0)=0, 0<z<l, 

u(0,1) = wo, 让 十 h | 三 0,， 寺 妆 外 
Or | 


其 中 b> 0. /> 0 均 为 常数 ， 试 求 该 定 解 问 题 的 解 u(xz,t). 
3.3.6 求 放射 衰变 问题 


=Ae*, 0<r<l,t>0, 
u(r,0)=T, 0<x<l, 
u(0,t)=0, ult)=0, t+20 

的 解 ， 其 中 B、4 及 了 均 为 常数 ， 且 2 >0. 


3.4 ” 极 值 原理 ” 解 的 唯一 性 及 稳定 性 


为 了 讨论 方便 ， 我们 引入 记号 
Wrapgy = {Bd |a<w<ph Ox<t< 人 Th 
Tr(a,8) 二 {(a,t), (B,t), (x, 0) | 0 <t< 了 QG 所 2 芯 bp}, 

其 中 a、B 及 了 为 任意 常数 ， 且 a<B8 及 T>0. 
3.4.1 ” 极 值 原理 

极 值 原理 是 描述 扩散 、 传 导 等 现象 的 热传导 方程 的 一 个 重要 特性 . 以 热传导 方 
程 为 例 ， 从 物理 学 上 看 ， 在 整个 热传导 的 过 程 中 ,温度 总 是 力图 趋向 平衡 ,温度 最 
高 处 的 热量 向 其 他 地 方 扩 散 , 温度 最 低 处 的 温度 趋 于 上 升 , 因此 物体 的 最 高 温度 和 
最 低温 度 处 的 温度 总 是 在 开始 时 刻 或 物体 的 边界 上 达到 ， 极 值 原理 就 是 从 数学 上 
刻画 了 这 种 现象 . 当 物 体 的 边界 温度 及 其 初始 温度 分 布 都 不 超过 某 个 值 M, 而 且 物 
体内 部 没有 “热源 "， 则 该 物体 的 温度 分 布 函数 u(z,t) 满足 齐 次 热传导 方程 
(3.4.1) 


由 于 热传导 方程 的 某 些 基本 性 质 与 空间 维 数 无 关 ， 故 只 考虑 一 维 热传导 方程 的 情 
形 ， 由 于 在 物 休 内 部 不 可 能 达到 大 于 M 的 温度 ， 对 应 于 这 一 事实 有 如 下 的 定理 : 
定理 3.4.1 (有 界 区 域 上 的 极 值 原理 ) i 
如 果 函 数 ulz 在 可 rtap) 上 连续 ， 他 及 5 在 Qr(as) 上 和 连续 且 满 足 方 
程 (3.4.1), 则 w(z,t) 在 Tr(a.s) 上 取 到 它 在 87(a.s) 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 即 


max vu(z,t)= max uz,t), min uz,t)= min wv(z,t). 
Orta,p) 1T(a,6) yr 5) Tr(a,p) 


证 明 因为 只 要 将 % 换 成 -u, 最 小 值 的 情形 可 化 成 最 大 值 情形 进行 讨论 ， 下 面 
仅 对 最 大 值 情形 进行 证 明 . 
显然 


max u(z,t) < max ul(z,t). 
T(a,B8) QT(a,8) 


如 果 定 理 结论 不 成 立 ， 则 存在 方程 (3.4.1) 的 解 u(z, 加 ,使 得 


max u(z,t) < _max v(x,t), 


Tta,B) WT(a,8) 
并 且 至 少 存在 一 点 (zo,to) e QT(mp), 使 得 
u(xosto) = _ max ul(z,t). 


Ta BD 
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记 m = Jax ut M = max ulz,t) , 作 辅 助 函 数 


T(a.8) QT(a,8) 
Mm 
4) = (人 to — +t), 
v(x,t) = u(x,t) 十 DT (to—t) 
则 在 T 上 ， 有 
Mm M+m 
vz,t) < mt+ DT T= 5 < M = w(xo,to), 


故 v(Z, t) 在 QT(a,8) 上 取 到 最 大 值 ， 从 而 存在 (wi1; 1) € GTra 5)， 使 得 


vz1,t1) = max wv(z,t) > v(zo,to)= AM 


T(a.8) 


由 取 极 信 的 必要 条 件 (名 =0, 和 < 7 2 >0, t= 了) 可 得 


0 
Ov(z1,t1) Ow(z1,t1) 
i 
Ot 一 人 Or2 | 
从 而 在 点 (zi 国 ) E QT(a,8) 处 ， 有 
Ov 2 D20 
ee 
ot Oz? 


男 一 方面 ， 在 点 (zi 与) € QT(a,8) 处 应 有 
Ov 02%w Ou 2 u Mm  M-m 


Er i 
这 与 上 式 发 生 矛 盾 . 此 矛盾 说 明 M > m 不 成 立 ， 即 M = m. | 
在 上 述 证 明 中 所 构造 的 辅助 函数 
1 二 Mm 
g(7, ) 一 oT ( 全 ) 


并 不 是 唯一 的 ， 只 需 使 v(x,t) = wu(z,t) +g(z,1) 满足 下 述 条 件 : 
(1) 在 Qra pl 上 处 处 成 立 


(2) 函数 v(z,t) 在 Prtas) 上 取 不 到 最 大 值 . 

例如 ， 在 定理 3.4.1 证 明 中 ， 辅 助 函数 也 可 取 为 

5 (x — wo). 
推论 3.4.1 (比较 原理 ) 


若 函 数 wz 及 ulz 在 QT(a8) 上 上 连续， 在 Qra 上 满足 方程 (3.4.1). 日 
在 Tra) 上 恒 有 w < 则 对 V(x,t) €E QOreoaa), 有 ut 入 un， 
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证 明 令 W (2z,t) 到 ul(z, t) v(x,1), 则 对 V (7,t) E QT(a,8)) 有 


并 且 在 Tr(a,a) 上 恒 有 
W(z,t) = wu(z,t) ~ v(z,t) > 0, 
从 而 由 定理 3.4.1 可 得 
min [u(z,t)—v(z,t)]] =_min W(z,t)=_min wlz,t) >¥0, 
Qr(a.8) QT(a.8) Tr(a,8) 
即 在 Qz(a.8) 上 恒 有 > vv. | 


对 于 无 界 区 域 上 热传导 方程 的 解 ， 有 类 似 的 极 值 原理 . 


定理 3.4.2 (无 界 区 域 上 的 极 值 原理 ) 
如 果 函 数 u(z,t) 在 0r 上 连续 且 有 界 ， 
(3.4.1), 则 


Ou Ou 


sup u(x,t) = sup u(x,0), inf w(z = inf w(x,0), 
(7 To 《2 人 To 


其 中 07 = {r,t)|zeR,0<t<7T)}, T={(z,0)|z eR}. 
证 明 如 果 第 一 个 等 式 不 成 立 ， 则 由 wu(z,t) 在 Qr 上 连续 且 有 界 可 得 


一 oo < sup u(x,0) < sup ul(z,t) < 十 co. 
To 927 


记 m = sup u(z,0), M = sup u(7,t), 作 辅助 函数 
ro Fr 


v(z,t) = uz,t) — el(202t + 2), 


其 中 < > 0 为 任意 常数 ， 
可 以 验证 ， wz,b 具有 下 列 性 质 : 
(1) 对 Y (zx,t)€ fr, 有 
Ov 2024 。 
ot Or? 
(2) 在 To 上 恒 有 
v(x,0) = u(r,0) 一 <Z2 < m; 


(3) 当 2 之 全,0<t<T 时 ， 有 


v(x,t) 三 2(Z,t) 一 e(2a2:t+7:)<M-— EZ2 < m; 
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取 avE= VM 一 m, 由 定理 3.4.1 可 得 


_ max v(x,+) = max ul 人 (zt <m. 
QT(_o,a) a | 


由 (3) 及 (4) 可 得 


max v(z,t) < m, 
A7 


故 对 V (zo,to) € f27, 有 


u(xo,to) = v(xo,to) + e(2a to + 20) < m + el(2a’to + 70), 


从 而 令 = 一 0, 得 
u(xo, to) < i, 


再 由 (zo,to) 的 任意 性 ， 得 


sup u(z,t) < m, 
{7 


这 与 M > m 矛盾 ， 此 矛盾 说 明 M = m. 
同 理 可 证 ， 第 二 个 等 式 成 立 . 
3.4.2 ” 初 值 问题 解 的 唯一 性 及 稳定 性 
考虑 一 维 热传导 方程 的 初 值 问题 
人 f(z,t), rz €E R,t>0, 
1 (zx,0) = la rE€R, 


(3.4.2) 


它 对 应 无 界 直 线 上 的 热传导 问题 . 在 物理 学 中 ， 要求 温度 变化 是 有 界 的 ， 因此 必须 
假设 ul(z,t) 在 整个 区 域 上 为 有 界 函 数 . 下 面 将 在 有 界 函 数 类 中 讨论 初 值 问题 解 的 


唯一 性 和 稳定 性 . 


定理 3.4.3 初 值 问题 (3.4.2) 在 有 界 函 数 类 中 的 解 是 唯一 的 ， 且 连续 依赖 于 所 


给 的 初始 条 件 . 
证 明 首先 证 明 唯 一 性 . 
假设 ul 和 wz 是 初 值 问 题 (3.4.: 
Ou 0 
| 到 二 由 reR,t>0, 


本 
u(x,0)=0, xE€ER 


的 有 界 解 ， 故 对 Y (zo,to) € 民 x (0, 十 oo0), 选取 充分 大 的 T > 0, 使 得 (zo,to) 


由 定理 3.4.2 及 初始 条 件 u(x,0) = 0 可 得 


0= inf u(z,0) < u(ro,to) < sup u(x,0) = 


0 


2) 的 两 个 有 界 解 ， 则 w = ui 一 wus 是 初 值 问题 
u 


& Bi. 


即 w(zo,to) = 0, 从 而 由 (zo,to) 的 任意 性 可 知 ， 对 V(x,t) € 民 x (0, 十 oo), 有 
u(x,t) = 0, 
即 wi 三 wz. 唯一 性 得 证 . 


下 证 稳定 性 . 
假设 wi(z,t) (i= 1,2) 是 初 值 问 题 


0 i ,O02 
人 人 


Bt " Or 
ui(2,0) = pi(z), TER 


的 两 个 有 界 解 ， 则 w(z,t) = wi(z,t) -uz2(z,t) 是 初 值 问 题 
Ou _ 22u_0 reR,t>0, 
al ZE 下 
的 有 界 解 ， 故 对 Ve > 0, 取 5= 5, 当 sup | Pa(z) - wa(z)| < 6 时 ， 对 任意 的 了 > 0， 
由 定理 3.4.2 及 初始 条 件 u(x,0) = pl(z) - 2(z), 得 


€ 
sup |u(z,t)| = sup [u(x,t)| < sup |p1(2) ~— p2(7)| < 5. 
fr To ZE 了 2 


由 了 的 任意 性 ， 在 上 式 中 令 了 一 +co, 有 


sup lui(z,t) — uz(7,t)| < e， 
Rx[0+00) 


即 初 值 问题 (3.4.2) 的 有 界 解 在 最 大 模 意 义 连续 依赖 于 所 给 的 初始 条 件 . | 
关于 解 在 有 界 函 数 类 中 的 唯一 性 ， 已 被 推广 为 更 广泛 的 函数 类 
{u(z,t) | |u(z,t)| < Me** ，M, a 为 任意 确定 的 正常 数 } 
的 情况 %, 但 是 超出 这 个 函数 类 ， 解 的 唯一 性 不 再 成 立 . 
3.4.3 ”混合 问题 解 的 唯一 性 及 稳定 性 
定理 3.4.4 混合 问题 
O1 ,Ou 
三 二 语 = f(z,t), 0O<z<!l,t>0, 
u(x,0) = p(x), Og<z<), 
u(0,t) = p(t), wll,t)= v(t), t>0 
的 解 如 果 存 在 ， 则 必 是 唯一 的 ， 而 且 连 续 依赖 于 定 解 条 件 . 


@ 参 阅 E.T.Copson 著 Partial Differential Equations P.246—247. 


(3.4.3) 
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证 明 假设 如 (z, 为 和 ?2(zb 是 混合 问题 (3.4.3) 的 两 个 解 ， 令 
u(r,t) = ui(z,t) ~ wl(7,t), 
则 w(z,t) 是 混合 问题 
Ou 2 Ou 


Bt " Or 
dr 0) 0 QL 


0 0 


0) 0 Wy) 和 0 


的 解 . 
另 一 方面 ， 对 VY (xo,t0) EQ@ = {(z,t) 10<z<1t>0}). 选取 充分 大 的 了 > 0. 
使 得 (zo,t0) € QTr(0), 由 定理 3.4.1 及 定 解 条 件 u(x,0) = 4(0,+) = ul(1.t) = 0, 得 


0= inf wz,) u(ro,to) & ‘sup wv,t) = 0, 


Dro.n) Tr(o.n 
即 w(xzo,to) = 0, 从 而 由 (zo,to) 的 任意 性 可 知 ， 对 Y (z,t) € Q. 有 
w(t) = 0, 
即 wi 三 wu2. 唯一 性 得 证 . 
下 证 稳定 性 . 
假设 ui;(z,t) (i = 1,2) 是 混合 问题 
Ou Ow 
— a :i fu,t), 0O0<Lt<l tS 0, 


u(z,0) = pi(z), Og zx<), 
u(0,t) = p(t), ull,t)= v(t), t20 
的 两 个 解 ， 令 
uz,t) = (7,t) — uz,t), pz) = pi1(7) — p27), 
H(t) = p(t) ~ p20), v(t) = vi(t) — v2(t). 


则 wz(z,t) 是 混合 问题 


Ou ,Ou 
| 
B® Bs 0O<zr<lt>0 


u(x,0) = p(x), Oz Ll, 
u(0,t) =4(t), ull,t)= v(t), t+20 
的 解 . 
另 一 方面 对 Ve > 0, 取 j= 对 YT >0, 当 


sup Ip(z)| <6, sup ln(t)| <6, sup |v(t)| <56 
rE[0,0] tE[0,T] tE[0.T] 


时 ， 由 定理 3.4.1 及 满足 的 混合 问题 ， 得 


sup lu(z,t)| = sup lu(z,t)| 


QT(0.1) LT(0.0) 
< sup |2(z)| 二 sup |AGb 十 sup |v()| 
zE[0,] tE[0,7] te[0,T] 
6 6 6 2 


上 式 右 端 不 依赖 于 了, 由 了 的 任意 性 ， 在 上 式 中 令 了 +oo, 有 


sup |ui(z,t) ~— us2(7,t)| < &, 
©Q 


即 混合 问题 (3.4.3) 的 解 在 最 大 模 意 义 连续 依赖 于 所 给 的 定 解 条 件 . | 
利用 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 二 维和 三 维 热传导 方程 的 极 值 原理 , 于 是 也 可 以 证 
明 解 的 唯一 性 和 稳定 性 的 结论 . 


习题 3.4 


3.4.1 设 c, 巨 ，M 均 为 非 负 常 数 ，w(z,t) 是 方程 


的 解 ， 且 |u(z,t)| 在 矩形 Q@zrta ep = {(zbla<z<D00<t 乏 7 了)} 的 侧 边 z=a 及 T=8 上 
不 超过 B, 在 底 边 t+ = 0 上 不 超过 M. 证 明 : 此 时 wu(z,t) 在 矩形 QT(。,8) 上 满足 不 等 式 


lu(z,t)| < max{ Me"', Be®')}, 


并 由 此 推出 上 述 混合 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 . 
3.4.2 利用 证 明 热 传导 方程 极 值 原理 的 方法 ， 证 明 满足 调和 方程 


Ou Ou 
Br = 
的 函数 在 任何 有 界 闭 区域 上 的 最 大 值 不 会 超过 它 在 边界 上 的 最 大 值 . 


343 设 Q 二 {zt)|a<z<B,0<t<T)},T 为 Q@ 的 边界 . 如果 在 闭 区 域 @ 上 连 
续 ， 在 Q 上 关于 上 一 阶 连续 可 微 ， 关 于 z 二 阶 连续 可 微 ， 且 成 立 
c 2 
JR 
久 | 安 ' 届 
试 证 明 在 Q 上 恒 成 立 u < 0. 
3.4.4 利用 证 明 一 维 热传导 方程 极 值 原理 的 方法 ， 分 别 证 明 二 维和 三 维 热传导 方程 的 极 值 
原理 ， 推 出 相应 的 混合 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 . 


抛物 型 方程 


3.4.5 证 明 ， 在 平面 极 坐标 系 下 ， 二 维 热传导 方程 的 混合 问题 
Ou_ Ou ,10 1ov 
Ot Or ror r?002° 
u(r, 9,0) = 0, 0<r<l1, 0<0 < 2n, 
Ou 
O00 Ir=1 0， tS 人 0, 0 


有 一 个 以 上 的 解 . 极 值 原理 为 什么 不 适用 ? 


0<r<1,t>0,0&0<2n, 


第 4 章 ”椭圆 型 方程 


本 章 将 研究 一 类 典型 的 椭圆 型 方程 ， 即 Poisson 方程 


的 边 值 问题 ， 讨 论 它们 的 求解 方法 (分 离 变量 法 与 Green 函数 法 ) 与 解 的 性 质 ( 极 
值 原理 、 平 均值 定理 等 ), 并 介绍 调和 函数 的 一 些 重要 性 质 ， 


4.1 定 解 问题 的 提 法 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 研究 二 维 Laplace 方程 


2 2 
| (4.1.1) 


和 三 维 Laplace 方程 
Oxu Ou Ou 


人 Ee BR Fz = 0 (4.1.2) 
的 第 一 、 第 二 边 值 问题 ， 以 及 二 维 Poisson 方程 
Ou -ou 
Be + Be = fm) Wl 
和 三 维 Poisson 方程 。 ， 
Ou Ou Ou 3 NN (4.1.4) 


Be Bt Be 
的 第 一 、 第 二 边 值 问题 ， 并 且 侧 重 于 三 维 Laplace 方程 . 


定义 4.1.1 如 果 函 数 (zi1,7z2,… ,zn) 在 区 域 2 C R" 内 二 阶 连续 可 微 ， 并 且 
满足 Laplace 方程 ， 即 EC2(0O2), 上 且 满足 


则 称 ， 为 区 域 2 内 的 调和 函数 ， 


在 本 节 下 面 的 讨论 中 ， 除 特别 说 明 外 ， 假 设 为 R? 中 的 有 界 闭 曲 面 ， 9 为 
的 内 部 区 域 ， 07' 为 了 的 外 部 区 域 . 

通常 对 Laplace 方程 与 Poisson 方程 可 以 提 三 种 类 型 的 边界 条 件 ， 得 到 三 种 关 
型 的 边 值 问题 ， 而 2 上 的 三 种 边 值 问题 可 分 别 叙述 如 下 ; 
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第 一 边 值 问 题 (Dirichlet 问题 ) 
在 上 给 定 一 个 连续 函数 g. 要 求 找 出 一 个 函数 ve C2(2)nC(O)), 使 它 在 
1 内 满足 方程 (4.1.2) 或 (4.1.4), 并 在 厂 上 等 于 已 给 的 函数 g, 即 


w|i 一 人 


第 二 边 值 问题 (Neumann 问题 ) 

设 了 是 光滑 的 ，n 为 了 的 外 法 线 方向 在 上 给 定 一 个 连续 函数 g. 要 求 找 
出 一 个 函数 we C2(2)nCID), 使 它 在 2 内 满足 方程 (4.1.2) 或 (4.1.4), 而 在 上 
任 一 点 其 法 向 导数 喷 存在 ， 并 且 等 于 已 给 的 函数 g, 即 

Ou 
| 

第 三 边 值 问 题 (Robin 问题 ) 

设 卫 是 光滑 的 ，n 为 了 的 外 法 线 方 向 ,在 上 给 定 一 个 连续 函数 g 及 一 个 
非 负 的 连续 函数 o (o 半 0). 要 求 找 出 一 个 函数 ve C2(R)n CYT(D). 使 它 在 2 内 满 
足 方程 (4.1.2) 或 (4.1.4), 而 且 全 +ou 在 上 等 于 已 给 的 函数 0, 即 


Ou 
(过 十 ou) a 

上 面 这 些 定 解 问题 都 是 在 有 界 区 域 上 考虑 的 ， 在 应 用 中 还 会 遇 到 在 无 界 区 域 
上 考虑 的 问题 ， 特 别 是 在 一 个 有 界 区 域 之 外 考虑 的 问题 . 

例如 ， 确 定 某 物体 外 部 的 定常 温度 场 的 问题 ， 就 归结 为 求 外 部 区 域 2' 上 的 函 
数 v(z,yz), 使 它 满足 方程 (4.1.2) 和 边界 条 件 ulr = 9, 这 里 9 表示 物体 表面 的 温 
度 分 布 . 

一 般 地 ， 如 果 给 定 曲 面 站 上 的 一 个 连续 函数 y, 要 找 出 一 个 在 外 部 区 域 2' 内 
调和 ， 且 在 有 上 连续 的 函数 ， 使 它 在 曲面 厂 上 等 于 已 给 的 函数 g, 这 样 的 定 解 站 
题 称 为 Dirichlet 外 问题 .同样 可 以 提 Neumann 外 问题 . 

Laplace 方程 的 外 问题 是 在 无 界 区 域 上 给 出 的 ， 定 解 问 题 的 解 在 无 穷 远 处 是 否 
应 该 加 一 定 的 限制 呢 ? 下 面 的 例子 说 明 : 车 在 无 穷 远 处 不 加 任何 限制 ,外 问题 的 解 
是 不 唯一 的 ， 例 如， 对 下 面 的 Dirichlet 外 问题 


Ou O2u Ou 
| _ = - r2 + y+ 22). 


显然 函数 w 三 1 及 ws = 二 都 是 该 外 问题 的 解 . 为 了 能 保证 这 个 外 门 
题解 的 唯一 性 ， 通常 要 求解 在 无 穷 远 处 的 极限 为 过 ， 即 


lim (0 2) = 0 (4.1.5) 
| sr A © 


= 让 : 


下 面 给 出 两 种 外 问题 . 

Dirichlet 外 问题 

在 全 上 给 定 一 个 连续 函数 g. 要求 找 出 一 个 函数 ve C?(02') n C(7 ), 使 它 在 
0' 内 满足 方程 (4.1.2) 或 (4.1.4), 当 点 (z,y,z) 趋 于 无 穷 远 时 ， u(z,y,z) 一 致 地 趋 
于 零 ( 即 满足 条 件 (4.1.5)), 并 且 它 在 边界 上 等 于 已 给 的 函数 g, 即 


ul = 9. 


Neumann 外 问题 

设 耳 是 光滑 的 ，n' 是 了 相对 外 部 区 域 2 的 外 法 八方 同 ， 在 上 给 定 一 个 
连续 函数 9, 要 求 找 出 一 个 函数 ue C?(2') nC1(), 使 它 在 2' 内 满足 方程 (4.1.2) 
或 (4.1.4), 在 无 穷 远 处 满足 条 件 (4.1.5), 而 且 它 在 工 上 任 一 点 的 法 向 导 
在 ， 并 满足 


Ou 
On’ 
为 了 和 外 问题 相 区 别 ， 有 时 把 第 一 边 值 问题 和 第 二 边 值 问题 分 别称 为 Dirichlet 
内 问题 和 Neumann 内 问题 . 
当然 , 求解 区 域 也 可 以 既 不 是 一 个 有 界 区 域 的 内 部 ， 也 不 是 它 的 外 部 . 例如 半 
空间 ， 这 时 求解 区 域 仍 是 无 界 的 ， 其 边界 伸 向 无 穷 远 ， 对 相应 的 定 解 问 题 ， 也 应 在 
无 穷 远 处 添加 一 定 的 条 件 ， 与 外 问题 情形 是 类 似 的 . 
还 有 一 类 在 应 用 上 也 很 重要 的 等 值 面 边 值 问 题 ， 其 相应 的 等 值 面 边界 条 件 提 
法 如 下 : 在 区 域 4 的 边界 忆 上 满足 


人 = 待定 常数 C， 


三 9. 


人 妥 45 = 已 知 常数 寺 


例如 ， 对 于 给 定 空间 R! 中 的 一 金属 带电 休 2, 其 带电 时 为 / 要 确定 其 外 部 空 
间 02' 中 的 静电 场 ， 由 静电 学 可 知 ， 静 电场 的 电势 u 满足 Laplace 方程 ， 金 属 带电 
体 4 的 表面 三 是 一 个 等 势 面 ， 记 其 电势 为 C (待定 ), 而 六 上 的 电 通 量 为 4r9. 因 
此 ， 归 结 为 下 述 等 值 面 边 值 问题 
0 (7,Y,z) € 1 
由 = C， C 为 待定 常数 ， 


/器 dS = 47rd， 


lim wv(z,y,z)= 0. 
太一 十 DO 


在 等 值 面 边界 条 件 中 ， 第 二 式 表 示 上 的 总 电 通 量 (静电 场 情形 ) 、 总 热流 量 
(稳定 温度 场 情 形 ) 或 总 流量 (稳定 无 旋 流 情形 ) 为 已 知 ， 因 此 这 类 边界 条 件 又 称 为 
总 流量 边界 条 件 . 

对 n 维 Laplace 方程 和 Poisson 方程 ， 也 可 提 各 种 边 值 问题 ， 但 对 外 问题 的 解 
在 无 穷 远 处 要 附加 一 个 条 件 ， 特 别 地 ,在 二 维 情形 中 ， 只 需要 求解 在 无 穷 远 处 保持 
有 界 (不 必 像 三 维 时 那样 ， 要 求解 在 无 穷 远 处 一 致 地 趋 于 零 ). 


习题 4.1 
4.1.1 证 明 下 列 函 数 是 调和 函数 : 
(1) w(xz,y) = az 十 by 十 c (a, bc 为 常数 ); 
(2) u(x,y) = 7 (3) u(z,Yy) = 7 — yy 
(4) u(r,y) = 1° — 37y’; (5) u(xz,y) = 37°y — yi 
(6) w(xz,y) ee (7) u(x,y) = cosnz sinh ny; 
(8) vu(z,y) 一 ez sinny; (9) u(x,y) = e”” coshny. 
4.1.2 证 明 : 三 维 拉 普 拉 斯 算 子 在 球面 坐标 (7,9, yp) 下 可 以 写成 


) 
) 
0， 

1 0 20u 1 Ou Ou 1 Ou 
A 7r2 Or (" 3 - r2sing 00 g (sinb) r2sin20 Dp2 
4.1.3 证 明 : 三 维 拉 普 拉 斯 算 子 在 柱 面 坐标 (r,9, >) 下 可 以 写成 

= 0O/ Ou 1 Ou Ou 
es Tr se 司 7r2 902 O22 
4.1.4 证 明 : 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 在 极 坐标 (",9) 下 可 以 写成 
1 0/ Ou 1 Ou 
A = 
4.1.5 举例 说 明 : 在 二 维 调和 方程 的 Dirichlet 外 问题 中 ， 如 果 对 解 u(x,y) 在 无 穷 远 处 不 


加 任何 限制 ， 就 不 能 保证 解 的 唯一 性 . 


4.2 分 离 变 量 法 


由 于 4.1 节 中 所 提出 的 各 定 解 问题 都 是 线性 的 ， 所 以 对 Poisson 方程 (4.1.4) 的 
各 种 边 值 问题 的 求解 ， 可 先 找 出 方程 (4.1.4) 的 一 个 特 解 ， 由 释 加 原理 就 能 把 它 化 
为 Laplace 方程 (4.1.2) 对 应 的 边 值 问题 ， 故 我 们 首先 讨论 Laplace 方程 的 各 种 边 值 
问题 的 求解 . 

4.2.1 ”和 矩形 区 域 上 的 Dirichlet 问题 


我 们 以 二 维 情形 为 例 , 说 明 如 何 用 分 离 变 其 法 来 求解 矩形 区 域 上 Laplace 方程 
的 Dirichlet 内 问题 


考虑 描述 矩形 平板 上 的 温度 分 布 达 到 平衡 状态 的 边 值 问题 


du Oo 0<Z<a0<V<b 
orz2 Dr ma ¥ 
u(x,0) = g(x), u(7z,b)=0, 0<z<&a, (4.2.1) 


u(0,y)=0, ula,y)=0, 0<y<Db, 
其 中 g(x) 是 已 知 的 连续 函数 ， 且 满足 相 容 性 条 件 g(0) = g(a) = 0. 
首先 设 边 值 问 题 (4.2.1) 具有 变量 分 离 形式 的 非 零 解 
u(7,y) = X(T)Y (vy), 
将 上 式 代 入 (4.2.1) 的 方程 ， 并 利用 边界 条 件 可 得 到 Y(y) 应 满足 
Y"(y) — AY(y)=0, 


六 (7) 应 满足 特征 值 问题 
X"(rz)+AX(rz) = 0, 
| x =0. Xla)=0, 
其 中 和 是 待定 常数 . 
解 上 面 的 特征 值 问 题 ， 得 到 全 部 特征 值 为 
j= PE), = 


对 应 的 特征 函数 为 
天 m (万 ) = B, sin (是 一 区 而 7 全 
a 
2 
把 特征 值 ,= ( 卫 )】 代入 到 了 (y) 的 方程 中 ， 得 


NTNT 


yy)= (TZ) rw = 0， 


解 出 通 解 为 
y(y) = Cn cosh —y 十 也, sinh 一 = Eb, sinh 二 十 瓦 )， 
a 
En= VDi— Ca Fn= 2 tanh”! 二 


利用 (4.2.1) 中 的 齐 次 边界 条 件 
u(z,b) = X(r)Y(b)=0 


马 
—~\ 
< 也 


Y,(b) = bE,, sinh 二 人 +F,)=0. 
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要 使 Yn,(y) 为 非 零 解 ， 应 有 En 天 0， Fn Ss —b, 于 是 
Ya(y) = Er sinh —(y —). 


利用 倒 加 原理 得 到 形式 解 为 


ee nx nn(y—b) 
et A sin sinh - 
其 中 4 为 待定 系数 . 
最 后 利用 (4.2.1) 中 的 非 齐 次 边界 条 件 ， 
ul(Z, = 4 nsinh ( 一 nt sin x = g(2), 
这 是 一 个 Fourier 正弦 级 数 ， 因 此 
= 2 2 Nn TE 
Ws 9(é)sin— dé, 1 = 1;2,:- 
综 上 可 知 ， 边 值 问题 (4.2.1) 的 形式 解 为 
~ Sinh MS 多 NAL 
) 汪 n ee 4.2.2) 
ey = sinh 是 
a 


其 中 
2 
m= gle) sin SE ae, n= 1,2,.…- 
Qa Jo a 


是 9(z) 在 区 间 [0,a] 上 展开 为 正弦 级 数 时 的 Fourier 系数 . 
下 面 证 明 当 g(z) 满足 一 定 条 件 时 ， 由 (4.2.2) 确定 的 形式 解 u(x.y) 就 是 边 值 
问题 (4.2.1) 的 解 . 


定理 4.2.1 (和 矩形 区 域 上 的 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 ) 
设 g(x) 在 闭 区 间 [0,a] 上 连续 ， g'(x) 在 开 区 间 (0,a) 内 分 段 连 续 ， 并 且 满 足 
g(0) = g(a) = 0, 则 由 (4.2.2) 式 确定 的 函数 wu 是 Dirichlet 内 问题 (4.2.1) 的 解 . 


证 明 设 wk(z,y) = Xk(z ), 其 中 
Xk(T) = Qk Sin ms wi 
ths = 元 (太一 
六 (y) = (sinh re sinh dl kL 
a a 
则 式 (4.2.2) 可 写 为 
(x,y) = 二 wle y) = 二 Xe (vy). 
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从 而 由 g(x) 在 [0,a] 上 连续 ， g'(z) 在 开 区 间 (0,a) 内 分 段 连续 ， 且 


可 知 ， 存 在 常数 Mo > 0, 使 得 对 Yze [0,a], 有 
gu 二 


并 且 9g(z) 的 Fourier 系数 ok 所 构成 的 级 数 二 mw 绝对 收敛. 
记 驴 ={(5D|O0<s<a, dg 下 则 对 V(z,y) esQo 有 


|Xx(z)| < lax| = < Mo, 


knz knb KT(b 一 
|ux( z,9)| = |ax sin -人 (sinh 一 a sul ee | 
a a a 
nly) 1 
< lak| 一 一 一 到 — ry laxrl, 
e a 1 一 ea 1 一 ea 


从 而 由 二 | 收敛 可 知 ， 二 wte y) 在 Go 上 一 致 收敛 , 上 且 和 函数 w(z,y) es C(Qo). 
舅 一 -方面 对 Vne (0 当 (zx,y) €E 8; 时 ， 有 


Oe =onsin SE( -EE)(s mh) cosh ST (6 —W) 


ll 


a 
km(b—y) Dy 2kn(b—y 
Mokn e l+e a 


/1 
EE] 
be 
la 
ba 
时 
Ea 


9 -mm 短 (- 生 (am 人 am 全 6- 


Ovy? 
2 
eh 2k"b 2 -a k= 1 》 
a2(1 一 ea ) 
1 k 
i ox ST cos 2 (sinh | sinh ~ (b —y)| 
Oz a a 
< es ke, 1,2,- ) 
a(l—e a ) 
Ouk kn\2 . KZ ., knbyv-! . , kn ] 
二 一 |=| 一 -一 一 | sinh 一 一 h 一 (一 
| | ox (一 ) sin — (sinh 一 ) sin | y) 
Re le 
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均 在 @, 上 一 致 收敛 ， 且 绝对 收敛 ， 从 而 由 7 的 任意 性 可 知 
变量 x 和 变量 yy 可 以 逐 项 微分 两 次 ， 且 u(X,Yy) E 
综 上 可 知 ， 和 函数 (zx,y) es C(Q@o)nmC2(Qo)， 


， 和 函数 u(x,y) 关于 


和 


Ou 624 上 Ou co Ourx 
BY Oy? | 之 Or? 


gb 


k= Oy 人 


儿 | 


下 证 u(z,y) 满足 边界 条 件 . 
由 9(z) 在 [0,q] 上 连续 ，g'(z) 在 (0,a) 内 分 段 连续 , 上 且 9(0) = g(a) = 0 可 知 ， 
g(z) 在 [0,a] 上 可 展开 成 Fourier 各 类 


oO kt 
r) = yaksin 一 2 
£2 | 


其 中 
上 大 = | g(€) sin nr 
0 a 


a 


站 二, 多 


另 一 方面 , 由 wr(z; 奶 E C(O@0) 及 级 数 六 ur(z,y) 在 可 ,上 一 致 收 敏 于 u(x,y 
= 
可 知 ， 对 Vzxe [0,al, 有 


u(z,b) = lim Du (zy) = Pu (z%,b) = 0, 


y—b— 一 1 


并 由 Fourier 系数 的 唯一 性 可 得 


DO DC 
u(Z;0) 三 lim url = 
y+0+ 上 二 1 k=1 


= ausin Tx = = gl). 
同时 ， 对 vy € [0,0], 有 


SO DO 
u(0,y) = lim > wz y) = >》 wx(0,V) = 0, 
r=0T p=1 三 1 


u(a,y) = lim 人 ur (Tr, Y) = Fu (&,g) = | 
Ha k=l k=1 
对 于 矩形 区 域 上 的 一 般 Dirichlet 问题 
a 1 
Or?7 Oy r<a,0<y<b, 


u(z,0) = g(r), urb) = (x) 0O<irea. 


u(0,y) = 93(y), ulay)=9(y),, Osyth. 
可 利用 什 加 原理 分 成 四 个 边 值 问题 来 解 炭 ， 其 中 每 一 


个 边 值 问题 只 有 一 个 非 齐 次 
边界 条 件 ， 而 其 余 的 三 个 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 


并 要 求 gi (x), g(x7), ga(v). qs(v) 满 


足 相 容 性 条 件 
91(0) = g3(0),， g2(0) = g3(b8), gi1(a) = 94(0),， 92(a) = g4(0). 
因此 ， 用 求解 Dirichlet 问题 (4.2.1) 的 方法 ， 可 确定 每 个 边 值 问题 的 解 ， 然 后 利用 


丢 加 原理 把 四 个 解 相 加 ， 就 得 到 和 抢 形 区 域 上 的 一 般 Dirichlet 问题 的 解 . 
4.2.2” 圆 域内 的 Dirichlet 问题 

为 了 研究 圆 域内 的 Dirichlet 问题 ， 首 先 研 究 平 面 上 以 原点 为 心 ，a 为 半径 的 
圆 域内 的 Dirichlet 问题 ， 并 采用 极 坐 标 (7,9). 

首先 讨论 圆 域 内 的 Dirichlet 内 问题 . 

假设 在 圆周 7 = a 上 给 定 了 一 个 连续 函数 g(9), 并 且 满 足 

g(—7) = g(7), 

则 这 个 圆 域内 的 Dirichlet 内 问题 可 写 为 


Su 18 1 
| . 人 mg 0<r<a,—r<0<n, 


Or? 7 Or 下 r2 O02 
u(a,0) = g(0), —r <0O0&T7. 
为 了 使 解 u 在" = 0 处 保持 调和 ， 要 求 当 7 = 0 时 , 函数 4 为 有 限 值 ( 即 7 =0 
为 u(r.9) 的 可 去 奇 点 ) 
利用 分 离 变 量 法 ， 来 找 如 下 形式 的 非 零 解 
u(7,0) = R(7)O(0). 


把 上 式 代 入 (4.2.3) 的 方程 ， 分 离 变量 得 
OQ"(0) = dt(r) 2 R'(7) 


(4.2.3) 


Go RR 
于 是 6(9) 应 满足 常 微分 方程 
O"(0) + AO(0) =0 (4.2.4) 
R(7) 应 满足 常 微分 方程 
mR"(7) +rR(r) — AR(r) = 0. (4.2.5) 


另 一 方面 ， 当 入 < 0 时， 方程 (4.2.4) 的 通 解 为 
(0 = Ole Cev 
从 而 由 以 是 单 值 的 ， 并 要 求 9(9) 满足 周期 性 条 件 
QO(0 +27) = 9(g) 


可 知 ， 当 A < 0 时 ， 方 程 (4.2.4) 没有 非 零 解 . 
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当 入 = 0 时， 由 方程 (4.2.4) 和 (4.2.5) 解 得 
u(7,0) = (A0 + B)(C lnr + D), 
故 由 lim Inr = 一 0% 可 知 ， 为 了 使 lim, u(r, 0) 为 有 限 值 ， 必须 C = 0, 为 了 使 4 是 


以 27 为 周期 的 函数 ， 还 必须 有 4 = 0, 从 而 当 入 = 0 时 ， 解 得 uo(7,0) = 常数 . 
当 入 >0 时, 方程 (4.2.4) 的 解 为 


QO(0) = Acos VM + Bsin VM, 
故 由 96(9) 是 以 27 为 周期 的 函数 可 推 得 
A= hh = = 1 
把 Xk = k? 代入 方程 (4.2.5), 得 到 Euler 方程 ， 其 通 解 为 
Ri(7) = Car + Drer, k=1,2,.. 
故 由 lim, r* 二 二 oo 可 知 ， 为 了 使 lim, u(7,9) 为 有 限 值 ， 必 须 D: = 0, 从 而 当 
入 > 0 时 ， Dirichlet 内 问题 (4.2.3) 中 方程 的 一 列 特 解 为 
up(7,0) =r*(Ak cosk0 + Br sinkO), k=1,2,... 
利用 全 加 原理 可 知 ， Dirichlet 内 问题 (4.2.3) 中 方程 的 形式 解 为 
u(r,0) = 全 十 bs. (A cosk0 + Bisinkg), r <a, 
其 中 常数 和 >” 是 对 应 于 入 = 0 的 特征 函数 . 
如 果 当 0<7<a 时 ， 上 面 的 级 数 一 致 收敛 ， 由 边界 条 件 w(a,6) = g(9) 可 得 
抽检 本 Pal cos kG DB sin ROY. 
如 果 g(9) 可 展开 为 Fourier 级 数 ， 则 
Ao=a0o, Ak =a fax, Bi =a Kb, k=1,2,... 
从 而 圆 域内 的 Dirichlet 内 问题 的 形式 解 为 
u(r,0) = 也 开 > (二 ) (w coskO + bk sinkO), r<a, (4.2.6) 


其 中 ji 
本 3 / g(T)coskrdr, k=0,1,2,..., 


1 "TT 
bx = ;| g(7T)sinkrdr,， k= 1,2,3,.. 
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以 下 我 们 要 证 明 ， 当 9(6) 满足 一 定 条 件 时 ， 由 (4.2.6) 确定 的 函数 u(r,9) 就 是 
边 值 问题 (4.2.3) 的 解 . 


定理 4.2.2 ( 圆 域内 的 Dirichlet 内 问题 解 的 存在 性 ) 
设 g(9) 在 闭 区 间 [-7,7] 上 连续 ，9 (9) 在 开 区 间 (x,7) 内 分 段 连续 ， 且 满足 
条 件 g( 一 x) = g(7), 则 边 值 问题 (4.2.3) 的 解 由 级 数 (4.2.6) 给 出 ， 


证 明 设 内 (9) = Ri(7)9B4(9), 其 中 


Qo0(0) = a0, On(0) = ak cosk0O + brsinkg, k=1,2,.…, 
则 式 (4.2.6) 可 写 为 
9) = Dux(r,0) = 3 Ri(r)On(O), 
k=0 k=0 


从 而 由 g(9) 在 [-7,7] 上 连续 ， g'(9) 在 (7,7) 内 分 段 连续 ， 且 g( 一 7) = g(7) 可 
知 ， 存 在 常数 M = 1+4_max ， lg(9)| > 0, 使 得 对 v9 € [7,7], 有 


< M, 


十 :/ dg(T) sin krd7 
不 


一 


1 开 
I9k(g < laxr| 十 | 大 | = | g(T) coskrdT 


DO 


ee 
c= 


记 Qn= {nO |0<r<n A = 0 区 7}, 则 对 V(r,9) € Oy) 有 
lux(7,0)| = Ri(7)O(0)| < lax| 十 | 中， 


从 而 由 级 数 立 la| 与 三 lak| 均 收敛 可 知 ， 沁 we(",9) 在 本。 上 一 致 收 化 且 和 本 
才 三 ] k=1 二 一 


数 (x,y) € C(O,). 
一 方面 ， 对 Vn € (0,a), 当 (7,0) e Q,; 时 ， 有 


| = |O(0 (Ol |= (=) | < k(2) ， 
ge -aaa | 
ow = |Ri(T (7)|| = kan sin kg + kbe coskO| < ME (2 Yl ’ 


~ 2 1k2 (7 
Do | = |Ri(7)|| — k?ax cos kb — kb sin hg 0 8 | 
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故 由 级 数 二 (2) 和 守 刀 (2) 均 收 伍 可 知 ， 下 列 级 数 


As E a 
2 DO x Ou 2 Ouxk 2 Ou 
k=1 Or by Or? : 起 00 ， 和 O02 


均 在 @, 上 一 致 收敛 ， 且 绝对 收敛 ,从 而 由 了 的 任意 性 可 知 ， 和 函数 u(r,0) 关于 变 
量 > 和 变量 9 可 以 逐 项 微分 两 次 ， 且 0) € CO*(Qa). 
综 上 可 知 ， 和 函数 um,b) e C(Q6)nnC*(Q4), 并 且 对 V(r,0) € Qs, 有 


TB Ek /rytl, 大 
= -= ={-) OQ:(9) = -3 Rx(r)Or(O), 
Our kk—1)/r\*-2 k(k—1 
= () 61(0) = “Rlr)On(b), 
1 Our. 小 


; 9 a k2 
ro 7 (—k2ax cos hk0 一 kb sin kO) R(T) = -7 Rr(r)On(O), 


> 0 02 O2u oO 0 0 
2 2 16: cc uk 2 1 92 人 
到 ”57 8 | 5 | Or Tr 0 
又 由 g(9) 在 [-7,7] 上 连续 ，g'(9) 在 (--7,7) 内 分 段 连续 ， 有 日 g( 一 x) = g(7) 
可 知 ，g(9) 在 [7,7] 上 可 展开 成 Fourier 级 数 


(0 


9(0) = 下 ba ak COSAO + br. sin k0), 
其 中 
Wk -|/ g(T)coskTrdT, k=0,1,2,..: 
1 7 
m==/ g(7T)sinkrdr, k=1,2,... 


男 一 方面 ， 由 wx(7,9) < C(8。) 及 级 数 二 wb 在 Q@。 上 一 致 收敛 于 u(r.0) 
可 知 ， 对 Yoe[-rT], 由 Fourier 系数 的 唯一 -性 可 得 
u(a,0) = lim [ 受 十 > ng 二 一 十 > ur(a.0) = 900). | 
je 


在 定理 4.2.2 的 证 明 中 可 以 看 到 ， 只 要 g(9) 在 [-x,7] 上 有 界 可 积 ， 由 (4.2.6) 
式 确 定 的 级 数 在 > < a 内 满足 Laplace 方程 ， 于 是 可 以 在 较 弱 的 条 件 下 得 到 圆 域内 
的 Dirichlet 问题 解 的 积分 表达 式 . 

定理 4.2.3 ( 圆 域内 的 Dirichlet 问题 ) 

设 g(9) 在 [7,7] 上 连续 ， 且 满足 g( 一 7) = g(7), 则 边 值 问 题 (4.2.3) 的 解 为 


1 1 一 人 
4 0 = 一 下 7 5 Tr 和 2 
wis 27 A "er cos(0 一 T) 十 7 g(r dr (47) 
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称 公式 (4.2.7) 为 Poisson 公式 ， 右 端的 积分 称 为 圆 域内 的 Poisson 积 
证 明 对 Vne (0,1], 记 


Qn = {(7,0) ;0 <r <an, -T<0<T 


则 由 g(9) s C[x,7] 及 定理 4.2.2 的 证 明 过 程 可 知 ,级 数 (4.2.6) 确定 的 函数 (7,6) 


在 Q1 内 满足 方程 
O2u Ou 1 Ou 


Bo nO 
并 且 当 0 <n<1 时， 级 数 (4.2.6) 在 8; 上 一 致 收敛 . 
me a wb 与 bk 代入 级 数 (4.2.6), 并 利用 求 和 与 求 
积分 的 次 序 可 交换 ， 


u(7,0) = 一 0(T)d7 十 一 二 p ef a 7T)[cos Kg cos kT 十 Sin Kb sin kT]d7 


人 


” -| | E * 2p Kcosk(0 一 7)| g(r)ar. 
另 一 方面 ， 由 Euler 公式 可 知 ， 当 0<p<1 时 ， 有 


DG 
20 cosk(0 一 = 二 [p* eit(9—7) 十 pk e—ik(0—7)] 
为 大 
i(9—7) 一 i(0 一 r) 
e e 
a 
] 一 pei (0 一 7) T 三 pe-i(0—7) 


从 而 由 
oa Deil 0 一 7) pe-i(e— 7) 
1 2pt cosk(0 —7T)=1+ 
to 六 cosk( 7T) i ee 
四 下 
1—2pcos(0—7)+ 
可 得 


i 1 Q2 一 72 
人 的 二 二 二 
wr 27 人 a? — 2ar cos(0 一 T) 十 Fa9(") 2 
下 面 证 明 : 对 v9€ [7,7], 有 
lim w(7,0) = g(0). 


T= 


事实 上 ， 由 g(0) 在 区 间 [一 mr 如 上 连续 可 知 ， 存 在 常数 M > 0, 使 得 


max |g(9)| < M 
—n<O<A 


并 由 g( 一 7) = g(7) 可 知 ， g(9) 可 视 为 以 27 为 周期 的 周期 函数 . 
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Tn 2 2 
un0)= 云 / i 


27 /_7 a*— 2arcosv+t+r? 


并 利用 复 变 函数 中 的 残 数 定理 ， 计 算 可 得 


1 T Q2 2 r2 
pr | dy 一 由 s 
27 Q2 — 2arcosv+r? 


于 是 对 V0 € [7,7], 有 


ulr,0) — g(0) = / ga 


27 _i 0 — 2arcosvt+r? 
男 一 方面 ， 对 Vn€ (0,7), 当 mlv|< 7 时， 由 cosv < cosn 可 得 


a? — 2arcosv +r? > (a—7) +2ar(l — cosn) > 4ar sin’ 
a 
故 当 二 <r<a 轩 ,有 


(ro +0) -gl00) < 2M( 一 2M(a—n) 


2 了 .0 位 .2329 
a 2arcosv++r7 4ar sinz - a sin” 一 


从 而 
/lo + 0) gOldv| < Me 
二 一 一 一 一 [0(> 一 和 | 过 一 
27 )_ ，a2 一 2arcosz 十 72 Gn 3 
Lf 02 一 六 2 Ma 一 7 
27 | a2 — 2ar cosv+r? [gv + = goa & 和 
/7n asin 3 


综 上 可 知 ， 对 Ve > 0, 由 g(9) 连续 可 知 ， 存 在 0<n<7, 当 |v|<n 时， 有 


lg(v +0) — 9g(0)| < 3, 
于 是 由 
二 /| a es A 
27 /_», a? 一 2arcosz 十 7 ~ 27  ，a2 一 2arcosz 十 7 wi 
可 得 8 
i /3 or E 
27 人 a? — 2ar cosv 十 72 [ote t+) — gO)dv| < 3 
对 上 述 取 定 的 s, 7，M, 取 5 = min {3 2 sin? 了 当 0<a-7<g 时 ， 由 
Q ee Ml(a—r) N16 E 
2 和 a sin” i asinm 2 3 
2 2 


可 知 ， 对 Vbe [-r,zl, 有 


1 a2 一 72 
人 = 
|u(7,0) — g(0)| 5 三 pe pp 9(0)]dz| < &, 


即 对 YV6e[-r,T, 有 
lim u(r,0) = g(0). | 


下 面 讨论 圆 域外 的 Dirichlet 外 问题 
假设 在 圆周 r = a 上 给 定 了 一 个 连续 函数 g(9), 且 满 足 9(-T) = g(7), M >0 


为 常数 ， 则 圆 域外 的 Dirichlet 外 问题 为 
Du li, 1 
Dr2 rer rr? 00 
u(a, 0) g(9), = < 0 < 7， (4.2.8) 


=0, =7&<0& 人 Nr 


lu(r,0)| < M, —r <0<7,r> 0 
利用 分 离 变量 法 ， 并 注意 到 在 Euler 方程 (4.2.5) 的 通 解 
R(r) = Cr 十 Dr 一 


中 , 利用 R(r) 在 无 穷 远 处 保持 有 界 性 ， 有 C = 0, 从 而 完全 类 似 于 内 问题 的 讨论 ， 
外 问题 (4.2.8) 人 


OO 
u(r,0) 十 >， GS ) ak COS k0 + by sin k0), (4.2.9) 
k=1 
其 中 a 
ee g(7T)coskrd7, k=0,1,2,.…, 
1 ff : 
m==/ g(r)sinkrdr, k=1,2,.°. 


把 ok 和 br 代入 (4.2.9) 式 ， 可 得 
pe 二 / 〖 汪 2 ) cosk(0 — 7]]g(r)dr 
从 而 圆 域外 的 Dirichlet 外 问题 (4.2.8) 的 解 可 表示 为 


1 不 r2 = Q2 
jf BAN a 0 dT 
ty) 27 / a2 — 2ar cos(0 —7)+ 739(") 
4.2.3 ”Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 
对 于 二 维 Poisson 方程 的 Dirichlet 内 问题 


Ou Ou 
Ce = ,Yy) EQ, 
| go + By = f(z,Y), (z,Y) 


uap = 9(7,9): 
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如 果 能 找到 它 的 一 个 特 解 W(x,vy), 即 
中 了 OW Ly 
Br?2 Oy? 3 ,Yj)， 
今 v = 二 4 一 W, 可 将 原 Dirichlet 内 问题 转化 为 求解 如 下 的 Dirichlet 内 问题 


| a 十 反思 =0, (xz,y)€ Qn, 


Or? Oy? 
vlan = g(r,y)—W 


8: 
如 果 能 用 前 述 方法 求 得 此 问题 的 解 v, 则 w= wv 十 W 为 原 问题 的 解 ， 下 面 用 一 个 例 
子 说 明 求解 方法 . 

例 4.2.1 求解 二 维 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 


Ou Ou 
Br + Bi 二 一 2 和 莹 区 过 本 日 过 出 专 矶 


u(0,y)=0, ula,y)=0, 0<vy <&Db, 


~ 


(20)=0 ub)=0, Ogregr 
解 由 Poisson 方程 的 右 端 是 常数 可 知 ， 方 程 
Ou 四 Ou 二 
az2 Oy 
具有 如 下 形式 
W(xz,y) = ai1r’ 十 2ai2zy + a22y 十 DZ 十 Doy 十 ec 
的 特 解 ， 其 中 ai， Q12，Q22, 01，b2, Cc 为 待定 常数 . 
把 W(z,vy) 代入 到 方程 中 ， 得 
2a11 本 2a22 二 一 2. 


故 可 选取 al = -1 a12 = a22 二 0, 0 二 a, b= 二 c= 二 0, 从 而 T(x.vy) 满足 
WI(z,y) = ar 一 2 
| W(0,vy) = 0, Wl(a,vy)=0. 
设 u(z,y) 是 所 给 Dirichlet 问题 的 解 ， 今 
UV) = 一 下 (cz = ur, yy) + 一 ar， 


则 易 验 证 v(z,y) 满足 边 值 问题 
Du Ov 
Br | By: 
v(0,y)=0, vay)=0 0<vy&Db, 


=0, 0<z<a,0<vy<Db, 


VT,0) = ar, vb)=r ar, 0gx &. 


利用 分 离 变 量 法 可 求 得 该 边 值 问题 的 级 数 解 为 


(他 ;从 = (a cosh -更 十 内 S inh “2 ) sin = 


k=1 
利用 非 齐 次 边界 条 件 
v(7,0) = 722 一 az = ai 
到 二 并 a 
v(z,b) = 7 —ar= 7 (ax cosh + bx sinh 一 sin me 
=1 a a 
i knb knb 
ax. = QK cosh 0 十 by. sinh 人 
Q a 
从 而 


by = (1— cosh Se) (su 本 内， 天 二 1 2. 


a 
另 一 方面 ， 利 用 分 部 积分 公式 ， 得 


2 a , . 大 元 2 
“==/ (€ ~ ag) sin Te dé =[(-1)* —1] A ks = 


4a? knb knb\—! 
一 Ed k 一 Se — 1 一 一 一 -本 = ， 
bi = [(—1) 1] -33 @ cosh ) (sinh ) 过 


综 上 可 知 ， 所 求 Dirichlet 问题 的 解 为 


8a? 1 . (2n. — 1)nz 
en ; 
Wj,Y) = FC— 7 本 pm Yn(y) sin 
et 2 1)T(/ 2 1) 
sinh Qn — Drb— 十 sinh ( 用 NY 
人 一 ee 1 二 1, J 
Yn(y) | (2n, 2 1)nb a 
sinh 一 一 一 一 一 
0 


习题 “4.2 


4.2.1 求解 矩形 域 上 的 Dirichlet 问题 : 
Ou a Ou 
Dr2 Oy? 
(1) $ w(0,y)=0, wu(l,y)=0 0<ys]1, 
u(x,0) = z(z—1) u(r,1)=0, QT 


=0 0<r<1,0<y<l, 
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D2 Ou 
二 一 十 二 一 一 1 1 
Br + Bp 殉国 (下 < < 人 < 


(2) $4 u(0,y) =0, ul,y)=0 0g<yg1, 
u(xz,0)=0, w(z,1l)=sinnz, 0O0<zr<&l1: 
Fu Fu 
Or2 Ov? 

(3) u(0,y) =0, wu(l,y)=sinhanycosny, 0<vy<&l]1, 


=0, 0<z<1,0<y<l, 


vr 0) =0 vrsl)}=0, Ogr&1l. 


4.2.2 设 4, B 为 常数 ， 求 解 下 列 Dirichlet 问题 : 
Oru ,1 ou, 1 Ou 
(1) | Dr2 7Dr 7r2002 
u(a,0)= Acosb, —r On; 
Tu, 1 Ou ,1 Ou 
(2) Or? reor rr? 002 
u(a,0)= A+ Bsing, —r <0&7. 


=0; 0O0<r<o, =r<0<T; 
=0,， 0<r<a,—r<0<n, 


4.2.3 求解 Dirichlet 问题 


2 2 
hk r= Vr?+y*<ua, 


Br? Oy? 
Wr=6 SS 0 
4.2.4 在 膜 型 扁 壳 渠道 闸门 的 设计 中 ,为 了 考察 闸门 在 水 压力 作用 下 的 受 力 情况 ， 需 要 解 如 
下 的 边 值 问题 
2 2 
+ p+ 00 志 罗 才 权 人 必 和 才 起 
0 
| ,=0, uy)=0 0<y<b, 
u(r,0)=0, w(xz,b)=0, 0<z&a, 
试 求解 之 ， 这 里 p, g 均 为 常数 ， 且 满足 pz < 0 < 4. 
提示 : 令 v==w 二 (7? 一 qa?)(fy 十 wp), 选择 f 及 vw 使 v 满足 Av=0. 
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在 本 节 中 ， 除 特别 说 明 外 均 假 设 2 是 R? 中 以 分 片 光 滑 闭 曲面 厂 为 边界 的 有 
界 区 域 ，n 为 了 全 的 外 法 线 方向 . 
在 Poisson 方程 和 Laplace 方程 的 研究 中 ， R” 中 的 函数 


(M € R", n = 2) 


1 
K(M, Mo) = 元 下- 
AT AT0 


(M € R",n > 2) 
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起 着 重要 的 作用 ,其 中 w 表示 R” 中 单位 球面 的 面积 ，M = (x1,22,:… ,zn) € R" 
为 动 点 ， Mo = (zz ,0) E 民 ” 为 定点 ， rw 为 点 M 到 点 Mo 的 距离 ， 即 


A i 
容易 验证 ， 函 数 (MMo) 在 R*\{Mo} 内 ， 是 Laplace 方程 
O2u O22u O2u 
vt 


的 解 ， 这 种 解 称 为 Laplace 方程 的 以 Mo 为 定点 的 基本 解 或 简称 为 基本 人 解 . 
4.3.1 ”Green 公式 与 基本 积分 公子 

在 研究 Laplace 方程 时 , 经 常 利 用 Green 公式 , 下 面 给 出 三 维 空间 的 Green 公 
式 与 基本 积分 公式 . 

如 果 函 数 P(z,yz 0 y;2z)，R(z,y,z) E C1(8)C(n), 则 由 散 度 定理 得 


Ws oP + )av = Peos(n,7z) + Qcos(n,y) + Reos(n, 2)]ds, 


其 中 dV = dzlrmdydz, dS 是 厂 上 的 面积 微 元 . 
设 (zy,z), v(z,y,z) E C2?()n cl(n), 选取 
Ov Ov Ov 
P= 由 ii 一 1 2 3 
wo 本 于，Q= wo 本 史 ，R= Wm) 字 ， 


则 由 上 面 的 等 式 可 得 Green 第 一 公式 
jv fs /| ( 疙 总 + 避 避 +) 


其 中 全 一 一 二 表示 沿 的 外 法 线 方向 的 方向 导数 . 
在 Green 第 一 公式 中 ， 交 换 w(z,y z) 和 vw(z,y,z) 的 位 置 ， 


全 Ov -ou Ov Ou Ov 
i 三 T 
He fh 现 45 HI( Or Or + 本 9 
将 上 述 两 个 等 式 相 减 得 到 Green 第 二 公式 


Wh (uAv — vAu) dV = /名 uu -we) )as. 


容易 验证 ， Green 第 二 公式 对 Vu, ue C0?() nCl(n) 都 是 成 立 的 . 
在 2 内 任意 取 定 一 点 Mo(zo,yo,20), 在 Green 第 二 公式 中 , 取 v 为 基本 解 ， 即 
1 1 


nT wy mo dr (2 =%0) + (~ yo)2 十 (z 一 z0)? 


对 (全 YZ) = 
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这 样 函数 值 u(iMo) 就 可 以 用 体积 分 与 面积 分 的 一 个 和 式 来 表示 ， 这 一 事实 由 下 述 
定理 给 出 . 

定理 4.3.1 (基本 积分 公式 ) 

如 果 函 数 we€ C2(2JnCIO), 则 对 Yoe2, 有 


1 Ou O 
AudV. 4.3.1 
WD 47 sl TM Mo On "On 证 M = 47 a M MO 本 2 


证 明 对 VYV Mo EE ,以 Mo 为 心 、 以 充分 小 的 正 数 = 为 半径 作 闭 球 B.C 2, 则 
函数 - 关于 变量 M(x.y,z) 在 开 区 域 0\B。 内 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 在 闭 区 


MMo 


域 0\B。 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 且 


2 2 92 
a) (+ ma pa )=0, 


MMo MMoO M MO M Mo 


于 是 由 we€ 0C?(f)n ci(n), 并 应 用 Green 第 二 公式 ， 


/fe( 一 )- 二 并 J > 
TUOB. 


另 一 方面 ， 在 球面 9B. 上 ， 由 n 的 方向 是 从 球面 指向 球 心 可 得 
~( -一 ) = | a 


On 7 M NO dr 7 MMON 7 NI MO = 


故 由 we C”(O), 并 根据 积分 中 值 定理 可 知 ， 存 在 M2，M2* e B。, 使 得 


儿 xd) 区 (一 )as = s// u(M)dS = 4ru(M*), 
， Om 六 ArAy70 E 
0B: 0B.: 

1 1 OuM),, 1 i Bu(M) 。 ， au) 
// A On d= = On dD = di On 
0B。 9 0B。 


AuwdT- 


从 而 
lim /f: (M0) 地 光 = lim 4ru(M*) = 4ru(h1). 
< 一 0 
dB. Ty MO 
du( NM 
lim 大 te dS = lim 47ne a | = 
e—0 NE 5 一 0 On 


又 由 weE C2*() 可 知 ， 在 闭 球 体 B. 上 有 界 ， 故 由 


“rr 1 E “27 "TT 
/| dV 三 / dr / dg / rsin po dw = 2xe? 
"yy. Th Mo J0 /0 J 0 
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可 得 


AudV| < 2re? max lu(M)), 
AM MO MeBe 


Wh 
Ts 
Be. 
. 1 7 
lim Wh dV = 
e— 0 7 Ar Mo 
已 = 


综 上 可 知 ， 对 VY Mo € 8 及 任意 小 的 正 数 =, 有 


/My “人 ja5= Nia a /bs 9. 
Taro On TM Mo ma 


/| 1 二 sa 于 ds + Fi Su ds, 
Tv vro MMo Tmo 
VE AudV al AudV -J 
M MO Tararo MMo 


从 而 由 = ye 


(Mo) = dc u 元 (一 一 eg) AudT- | 
dn | Tu Mo 


Ty Mo 


从 而 


Au dV, 


0 公式 (4.3.1) 也 称 为 Green 第 三 公式 ， 它 表明 函数 v 的 值 可 用 8 内 


An 的 值 与 边界 92 上 ~ 及 5 二 一 二 的 值 表示 . 

hei | 二 维 空 问 的 Green 公式 与 调和 函数 的 积分 表达 式 . 

假设 2 C R? 是 以 逐 段 光滑 的 闭 曲 线 全 ee nn 为 了 的 外 法 线 
方向 ， 如 果 ve C2(2)nCLO), 则 有 Green 第 一 


Ov (全 oy Ou Ov 
Avdzdy = 一 -一 一 jdzdy， 
// uAMvdzdy | u dS5 一 名 Br Bx 机 全 二 四 rdy 
0 
Green 第 二 公式 


: Ov Ou 
// (uAv — vAu)drdy 二 人 (u Br vy Fe)d5, 
12 


对 Y Mo e 2. 有 二 维基 本 积分 公 


1 1 Ou OO jd 
= 一 一 一 一 1 | 
ul( Mo) 和 站 [mn > uo ( n= 人 


M AT0 


上 面 所 给 的 基本 积分 公式 是 在 假设 2 为 有 界 区 域 时 得 到 的 . 如果 2 为 无 界 区 
域 ， 只 要 对 u(M) 在 无 穷 远 处 加 上 适当 的 衰减 条 件 ， 这 些 公式 仍 成 立 . 
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以 三 维 情形 为 例 ， 如 果 ve C2(O)nCO), 且 
1 ) Ou(M ) ( 1 


一 一 一 ro S00) 
CQ te ) ( OM 
Tom On Tom 


ulM) = o( 


则 基本 积分 公式 (4.3.1) 仍然 成 立 ， 其 中 a 为 正常 数 . 
4.3.2 ”Green 函数 


设 ueC?(n)n cli(n), 且 满 足 Au = 0, 利用 基本 积分 公式 ， 可 得 到 调和 函数 
的 基本 积分 公式 ， 即 对 VY Mo(zo,yo.zo) E 1, 有 


1 加 AI ) O 由 
u(Mo) = 本 外 5 wa) 元 (- )las. (4.3.2) 


MMoO 


公式 (4.3.2) 使 我 们 想到 能 否 用 它 来 解 Laplace 方程 的 边 值 问题 . 但 由 于 在 这 个 
公式 中 需要 同时 知道 与 9 在 上 的 数值 , 因此 还 不 能 直接 利用 它 来 解 Dirichlet 
问题 或 Nenmann 问题 . 

例如 对 于 Dirichlet 问题 ， 在 上 的 值 是 给 定 ee 
知 的 ， 必 须 在 整个 区 域 2 上 求 得 问题 的 解 以 后 才能 决定 ， 因 此 不 能 吉 接 利用 公 
(4.3.2) 来 求解 ， 对 Nenmann 问题 的 情形 也 类 似 ， 那么 能 不 能 Ce 
解 问题 ， 在 区 域 9 的 边界 P 上 同时 给 定 及 SL 的 值 作为 边界 条 件 呢 ? 回答 是 
否定 的 . 这样， 为 了 利用 调和 函数 的 基本 积分 公式 来 求解 Dirichlet 问题 ， 必 须 设 
法 在 公式 (4.3.2) 消去 含有 人 的 一 项 ， 这 就 需要 引进 下 述 的 Green 函数 的 概念 

考察 这 样 一 个 函数 h(11, Mo), 它 在 页 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 在 人 内 关于 变 
量 M 是 调和 函数 ， 即 对 YM e 0, 有 

Ah(M, Mo) = 0. 

如 果 假 设 we C2(2)nCLD), 上 且 满足 Av = 0, 则 由 Green 第 二 公式 可 得 


， ， Bu(M1) ~ Oh(M, Mo)1 ,, 
i [aC Mo) —u(M) — |ds 和 = 用 
rn 


从 而 由 公式 (4.3.2) 可 得 


u( Mo) = /le (M, Mo) ~ — ulM) 人 a dS, 
其 中 | 
G(M, Mo) = 元 一 +NaMo) (Me 0). 


AT MO0 


容易 验证 G(M, Mo) 在 8 内 除 点 M = Mo 外 ， 关 于 变量 M 处 处 满足 
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一 


AG(M, Mo) = 0, 
但 在 点 M = Mo 处 ，G(M, Mo) 有 形 如 二 二 的 奇 性 ， 故 只 要 取 h(M, Mo) 满足 


1 


A le = 47r7 


》 
MMO 


u(Mo) = | fu 0 Mo) ds, 


从 而 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 
oO? 2 2 
ee (zx,y,2) € 1, 


就 有 


DZ2 02 0z2 
wl = g(r, ,2 
的 解 可 以 表示 为 
u(Mo) = -oo 四 ~ Me) ds (Mo e 1). (4.3.3) 


称 函 数 G(M, Mo) 为 Green 函数 ， 下 面 给 出 比较 确切 的 定义 . 
定义 4.3.1 设 8 是 R3 中 的 区 域 ，T 为 8 的 边界 ， Mo € 0. 如 果 h(M, Mo) 
关于 变量 M € 1 是 Dirichlet 问题 
Ah(M, Mo)=0, Men, 
a Se 


47r7 Wi 


的 解 ， 则 称 函 数 


G(M, Mo) = +h(M,Mo) (M € N\{Mo} 


MMo 


为 三 维 Laplace 方程 关于 1 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 或 简称 Green 函数 . 


从 上 面 推导 过 程 可 知 , 如 果 Green 函数 G(M, Mo) 已 经 求 得 , 那么 三 维 Laplace 
方程 的 Dirichlet 问题 的 解 可 由 (4.3.3) 表示 ， 这 种 求解 方法 称 为 Green 函数 法 . 显 
然 要 知道 区 域 0 上 的 Green 函数 ， 必 须 先 解 一 个 特殊 的 Dirichlet 问题 . 

对 于 一 般 区 域 ， 要 证 明 这 种 特殊 的 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 ， 通 常 和 证 明 在 
这 区 域 上 一 般 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 同样 困难 ， 因 此 Green 函数 法 并 不 能 有 效 
地 解决 一 般 区 域 上 的 三 维 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 ， 但 对 某 些 特殊 的 简单 区 
域 ， Green 函数 却 是 可 用 初等 方法 求 得 的 ， 在 介绍 这 种 Green 函数 法 之 前 ， 先 在 
假设 Green 函数 存在 的 前 提 下 给 出 Green 函数 的 一 些 重要 性 质 . 
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性 质 4.3.1 Green 函数 关于 变量 M 满足 
ep =0,，M € N\{Mo), 


G(M, Mo) =0, M eT, 


并 且 当 M 一 Mo 时，G(M,M0) 与 = 1 _ 等 价 . 


M No 


性 质 4.3.2 在 区 域 2\{ M0} 内， 有 不 等 式 


1 
0 < G(M, Mo) < 


dr 
性 质 4.3.3 设 MI, Moe 8 且 Mi 冯 Mo, 则 有 
G(Mi, M3) = G(M;, Mi1). 
性 质 4.3.4 对 任意 的 Mo es 2, 有 
| ~ dS = -1. 
对 于 二 维 情 形 ， 可 类 似 地 定义 Green 函数 . 


定义 4.3.2 设 8 是 R? 中 的 区 域 ， 卫 为 2 的 边界 ， Mo e 2. 如 果 NA 
关于 变量 M € 2 是 Dirichlet 问题 
| Ah(M, Mo)=0, Men, 


h(M, Mo)|. = -元 ln 


i r 


的 解 ， 则 称 函 数 
G(M, M5) = 元 In 


看 条 


+ h(M, Mo), (M € N\{Mo} 


为 二 维 Laplace 方程 关于 0 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 ， 简 称 Green 函数 . 
利用 二 维基 本 积分 公式 ， 可 得 到 二 维 调 和 函数 的 基本 积分 公式 


1 (NM) O 1 
u(Mo) = 一 一 (7 i 
0) 元 人 [ u( N17) (mn EE 


Ty nro 7 MALO 


于 是 利用 Green 函数 可 得 二 维 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 
2 2 
位 和 se 


的 解 为 
OG(M, Mo) 


S (1 : 
i d (Mo € 12) 


ol MMe} = — / g(n1) 
这 


4.3 Green 公式 与 Green 困 数 工人， 


由 上 面 讨 论 可 知 ， 如 果 能 够 求 出 区 域 上 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 ， 就 
可 得 到 该 Dirichlet 问题 的 解 ， 求 区 域 2 上 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 ， 最 常见 
的 方法 是 静电 源 像 法 . 

从 静电 学 中 知道 , 若 在 点 Mo 处 放置 一 单位 正 电 荷 ( 称 为 点 源 ), 它 对 男 一 点 M 
所 产生 的 电势 就 是 一 -而 我 们 要 求 出 的 Green 函数 应 满足 


M Mo 


G(M, Mo)|; = | 


+ h(M, Mo)| | < 
drry Mo 7 


事实 上 ,， 当 2 是 几 类 特殊 的 对 称 区 域 时 ,可 假设 在 空间 中 另 有 一 些 点 电荷 ( 称 
为 点 源 的 源 像 : pa AM 点 产生 的 电势 记 为 h(M, Mo), 且 与 原单 位 电荷 所 产生 的 
电势 在 边界 工 上 恰巧 抵消 ， 即 


Ti yi 


+ h(M, Mo)| Bb =.0. 


例如 ,假设 可 以 在 区 域 2 外 牧 一 站 Mi, 其 位 置 一 般 依赖 于 Mo, 当 在 Mi 点 放 一 个 
电量 为 和 的 电荷 时 ， ee , 它 在 2 内 调和 ， 在 全 上 的 值 恰好 


等 于 以 Mo 为 定点 的 基本 解 了 


47 M MI] 


, 故 选 取 


TM mo 


h(M, Mo) = — 

nry M1 

即 可 满足 要 求 . 当 卫 是 平面 或 球面 时 ,利用 初等 几何 的 知识 ，M1 是 容易 求 得 的 . 
例 4.3.1 求 关 于 球 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 . 


解 设 球 心 为 O 点， 半径 为 R, 球 的 内 部 为 B, 球面 为 S( 图 4.3.1). 


Ce 


NI 


3 


图 4.3.1 
任 取 一 点 Mo e B\{O}, 在 球 外 找 一 点 Mi 使 得 对 VYM € 5 都 满足 
ie 、 
TM Mo TM Mi 
其 中 和 为 待定 常数 . 
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由 初等 几何 的 知识 可 知 ， Mo 关于 球面 5 的 反 演 点 M1 在 OM 的 延长 线 上 ， 
且 满 足 row rom, = R?, 即 对 VM eS, 有 


ToM1 ee Tom 
Tom Tomo ， 
故 AMOM 与 人 M1O0M 相似 ， 从 而 对 YAM ES, 由 ro = RR 可 得 
um _Tom_ RR AN) 
Tm Mo Tom To Mo 


即 入 是 一 个 不 随 M 而 变化 的 常数 . 
记 7om = po, 选取 


1 有 BR 1 
h(M, Mo) = 和 rr 
从 而 所 求 的 Green 函数 为 
1 1 R 1 
G(M,M. 一 一 ; 
( "= st TM Mo Po Ta ) 


下 面 利 用 Green 也 数 来 求解 Dirichlet 问题 
ee =0, ME 已 ， 


ul|s = g(M). 


我 们 需要 先 计算 5 在 球面 $ 上 的 值 
对 VM € 党 ， 记 0 一 7roww， Pi 三 7oxi， 2 为 OMo 与 OM 的 夹 角 ， 则 


rumMo = MP6 + p? — 2pop cosY, 
并 由 pop1 = R? 可 得 
: : 1 a . 
TMM1 = V Ai + p>? — 2p1p C0s7Y = 二 0302 一 2 及 2p0opcosY 十 R4, 


(4.3.4) 


故 有 
G(M, Mo) = ge = PS | 
VPi+p?— es Vp — 2R?2pop cosy + RA 
从 而 由 


p— pocosy (pip — R?2po cosy)R 
2 ) 


OG 1 [= 
Op drl(pg+p?—2popcosy) (pp? 一 2R2popcosy 十 已 4 


可 知 ， 对 VM Ee 5, 有 
OG 
On 


_ OG 
p=R Op 


1 R?— pi 
p=R AnR (R?2 +p2 — 2Rpocosy)y 


4.3 Green 公式 与 Green 函数 . 175 . 


由 式 (4.3.3) 可 知 ， 球 的 Dirichlet 问题 3.4) 的 解 为 


(Mo) i 二 -一 和 M)d5 4.3. 
~ 47rR (R?2+p2 ee OS, | 


利用 球面 坐标 系 可 知 ， 球 的 Dirichlet 问题 3.4) 的 解 可 写 为 


有 = 下 
u(po,0 人 上 R,0, do2d0， 
9 ”全 (已 2 十 由 一 人 COsy)3 2 hs a 
其 中 Molpo, bo, po) ) 是 球 B 内 部 的 点 ， M(R,0, y) 是 球面 9 上 的 点 ， 且 
COSY = coswcoswo 二 sinwsin yo cos(0 一 00). 


公式 (4.3.5) 称 为 球 的 Poisson 公式 . 这 里 应 当 注 意 ， 在 推导 公式 (4.3.3) 时 ， 
假定 了 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 的 解 在 8 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 但 在 实 
际 应 用 时 ， 因 为 事先 并 不 知道 这 个 Dirichlet 问题 在 8 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 的 
解 存在 ， 所 以 (4.3.3) 只 给 出 问题 的 形式 解 . 因此 还 需 验证 : 当 9e C(5) 时 ， 球 的 
Poisson 公式 (4.3.5) 所 表示 的 函数 ， 就 是 Dirichlet 问题 (4.3.4) 的 解 . 

定理 4.3.2 ( 球 的 Dirichlet 问题 ) 

设 gE€0(S), 则 由 Poisson 公式 (4.3.5) 确定 的 函数 v 是 Dirichlet 问题 (4.3.4) 

证 明 由 关于 球 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 表达 式 及 Green 函数 的 性 质 可 
知 , 当 M, MoEBEHM¥#Mo 时 ， 由 G(M, Mo) = G(Mo,M) 可 得 

AwGU, Mo) =AwG(Mo,M) = 0， 
从 而 由 G 是 各 个 变量 的 无 穷 可 微 函 数 可 得 
Aw OuG(M, Mo) =avAwmG(M,Mo) = 0， 


其 中 0,, 表示 关于 变量 M 在 任意 方向 上 的 一 阶 偏 导 数 . 
另 一 方面 , 由 G 在 9 上 的 光滑 性 可 知 ， 式 (4.3.3) 中 的 求 导 与 积分 可 交换 顺 
序 ， 从 而 对 V Mo e 也， 有 


A, u(Mo) = A | - fs (M) 于 43| = -fs sl Bi)s -0 


即 由 式 (4.3.5) 表示 的 函数 v(AMo) 满足 Dirichlet 问题 (4.3.4) 中 的 Laplace 方程 . 
下 面 证 明 : 在 球面 $ 上 ，w(Mo) 满足 所 给 的 边界 条 件 ， 即 对 VM* € 5， 有 


lim w(Mo) = g(M"). 
Mo M" 
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事实 上 ， 由 9(A) 在 球面 9 上 连续 可 知 ， 存 在 常数 C > 0, 使 得 
maxlg(M)| < C. 


对 VAMoEB 及 VY M* E55, 由 Green 函数 的 性 质 4.3.4 可 得 


] 7(ML, A 
g(M*) = gC) | Tn Mo) | = (M1) OG!( > gg 


于 是 对 vMoeB 及 Vv M* eS, 有 


uM 
u(NMo) — g(MM*) = one NM) — g(N1™)| SE ne) o) dS. 


另 一 方面 , 对 VM*€E5 及 Ve>0, 由 g(M) 在 S$S 上 连续 可 知 ， 存在 %>0, 使 
得 YM eS, 当 7,,,, =lM-AMz* <7 时 ， 有 
lg(M) — go(M”)| < 


本 


从 而 对 vMoEB 上 日 Mo 关 O0, 由 
_ 0G(M, Mo) i Re ee 


On Mes dnrR (R2+p2— 2Rpocosy)s 
及 Green 函数 的 性 质 4.3.4 可 得 


其 中 是 以 M* 为 心 、 以 了 为 半径 的 开 球 与 S 所 得 的 曲面 ， 即 


IC={ 人 MIME9 且 7 三 | 一 < 7 


hi 1 0 


对 上 述 取 定 的 = > 0, 7 > 0, 选取 满足 条 件 0<m < nn 的 ,使 得 对 Vv MoEB. 
当 |Mo 一 M*|<m 时 ， 有 


i 


0 < cos?0 = max cos(OAT ,OA10) < 1, 


MEOo 


当 |Mo 一 M*|<mh 时， 对 VM ES\o, 有 


a 


CosYy = cos(OM, ONo) 和 cos 3y0， 


从 而 由 
有 十 岂 一 2Pp0cos7y = (Rp +2Rp(l cosy) 
> 2Rpo(l ~ cosy0) >0 


4.3 Green 公式 与 Green 函数 巨 LY: 


sal 


可 知 ， 当 |Mo 一 MM*|<mh, 丰 po < 时 ， 对 YAMESNc, 由 


OG(MMo)| _ 1 demi hh RE 
On 4xR (R?2 + pi — 2Rpo COsY)3 
Ri+po R— po 2 R—po 
4rR [2Rpo(1 — cos yo)]3 ~ 2xR3(1 — cos yo)3 
可 得 
OG(MM. 1M 
E /fan -s rEM MG) G(M Mo) as| <2c // Bas 
On , On 
S\o S 


4C 


< 一 一 (及 一 00). 
R(1— i Po) 


| m 


1 — cosyo)s 
综 上 可 知 ， 对 VM* € 5S 及 Ve > 0, 选取 5=min {mh 号 ， el 


使 得 对 VMoE B, 当 0<riow. =|Mo 一 M*|<56 时 ， 由 尼 < rom 十 Twom* 可 得 


R 


机 宛 用 一 站 六 可 


R(1 — cosyo)? & 
IR po| = a IR— A Ss TMoM* < 0 < pT 2， 
从 而 由 
~ {fbn -sa | 四 本 
) 
下 OG(M Mo) 4C(R— po E 
二 AM1) -0 人 )] 一 一 dd9| 区 一 < 
jj "HM Ro 
DING 
可 得 
; OG(M,M 
lu(Mo) — g(M")| = ] = ff — g(M")] U0) ag < E. | 
人 


例 4.3.2 设 二 {x,y,z) | (zy,z) € RR, z > 0}, 且 为 区 域 2 的 边界 . 求 
Laplace 方程 在 上 半空 8 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 ， 并 由 此 解 边 值 问题 


Ou Ou Ou 

一 一 到 
| 外 (2, 2) (4.3.6) 

ulr = gy(7,Y). 


解 选取 坐标 系 如 图 4.3.2, 则 也 就 是 zOy 平面 . 
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4.3.2 


任意 取 定 一 点 Mo(xo,yo,20) E 1, 则 利用 对 称 性 可 知 ， Mo 关于 zOy 面 的 对 
称 点 为 Mi (zxo,vo, 一 20), 故 对 VM(z,y,0)E TT, 有 


TMMo 一 (~— mo 二 他 一 Wo 十 一 Tr 
即 对 VY M(xz,vy,0) eT, 有 
1 1 
drry Mo 加 dnrriem, | 
从 而 区 域 2 上 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 为 
1 
ns Mo) doer rp | 
另 一 方面 ， 由 于 本 的 外 法 线 方向 了 与 z 轴 方 向 相反 ， 故 有 
二 了 
Onl:=0 9z A 
= -| = 二 各国 | 
加 4 sn 47 2 =0 
1 0 


27 [(z 一 zo)2 十 (一 8o)2 十 2] 


从 而 所 求 边 值 问题 (4.3.6) 的 形式 解 为 


十 co 
9 y) 
u(xo, Yo, 20) 二 六 三 二 drdy. (4.3.7) 
~ 27 oo [(z— 20)? + (YO— yo)? + 20]3 
例 4.3.3 求 圆 域内 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 ， 并 由 此 解 边 值 问题 
人 
or” 00 (4.3.8) 
u(R,0) = g(0), —r <&0&n, 


其 中 7 = VzZ2 十 岂 , 9 为 极 坐标 的 极 角 . 
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解 设 圆心 为 O 点 ， 半 径 为 R, 圆 的 内 部 为 B, 圆周 为 S( 图 4.3.3). 


图 4.3.3 


任 取 一 点 Mo & B\{0}, 则 由 初等 几何 的 知识 可 知 ， Mo 关于 圆周 5 的 反 演 点 
1M0 在 OMo 的 延长 线 上 ， 上 且 满 足 row :row = R?, 即 对 VM e 5, 有 


7 o Mi 二 Tom 
Tom Tomo . 
故 AMOMo 与 AM1OM 相似 ， 从 而 对 YAM es 5, 由 row = RR 可 得 
TMMI Tomi ss R 
Tu MO Tom To Mo 
记 fu ~ pos 选取 
1 R 1 


h(M, Mo) = -元 n> 


和 po T ym | 
从 而 所 求 的 Green 函数 为 


1 
G(M, Mo) = 这 


TM Mo 27 Po Tmmi 


另 一 方面 , 对 YM Ee 5, 记 p=rom; Pp1=Tom,，, 7 为 OMo 与 OM 的 夹 角 ， 则 


rMMo = Mp8 + p? — 2pop cos, 
并 由 pop1 = R? 可 得 
/ ， 下“ 
TAN 一 pt 十 Pp? 一 2p1P COSY 一 而 pip? = 2R?pop cos”y 十 R4, 


故 有 
1 R 
G= 让 
27 pi + pp? — 2popcosy Vp1p2 — 2R?2popcosy+R 
从 而 由 


p—pPocosy | pp — R?pocos7y | 
Op 2r| p+p2—2popcosy pep?+ R42R2popcosy 
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可 知 ， 对 VM € 5S, 有 


OG OG 1 J A po 
On p=R ~ 9p p= R 2xR (办 十 0 一 2Rpo COS yy)¥ | 
利用 极 坐标 系 


了 二 DCOSO 
y=psing, 0p<+o,0&<0 <27 


可 知 , 对 Mo(po,00) €E B. M(p,9) E 95, 由 Onl 和 Oho 的 方向 分 别 为 (cos 00. sin bo) 
与 (cos 0,sin0) 可 得 


COSY = costocost + singtosing = cos(to — 0). 
从 而 圆 的 Dirichlet 问题 (4.3.8) 的 解 可 写 为 


| Rp 
,0 4 4.3.9) 
一 2xR 人 R?+ po — 2Rpo cos(0 一 00) 9(0) ( 


公式 (4.3.9) 与 本 章 第 2 节 所 得 公式 (4.2.7) 相同 . 类 似 于 定理 4.3.2 的 证 明 ， 
可 以 得 到 下 面 定 理 . 


定理 4.3.3 ( 圆 域内 的 Dirichlet 内 问题 ) 

设 g(9) se C(5) 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 ， 则 由 公式 (4.3.9) 确定 的 函数 4 是 
Dirichlet 问题 (4.3.8) 的 解 . 
4.3.3 ”二 维 单 连通 区 域 上 的 Green 函数 

由 上 面 的 讨论 , 我 们 已 对 一 些 特殊 的 区 域 求 得 了 Green 函数 . 在 二 维 情形 中 ， 
还 可 借助 复 变 函数 论 中 保 形 变换 的 方法 求 得 一 般 单 连通 区 域 上 的 Green 函数 . 

设 8 为 zxOy 平面 上 以 逐 段 光滑 曲线 为 边界 的 单 连通 区 域 ，B 为 5O7 平面 
上 的 单位 圆 内 部 ， 5 为 B 的 边界 . 记 z= 十 iy, 20 = zo 二 iyo. 

任意 取 定 一 点 (x0,yo) e 1, 则 由 关于 保 形 变换 的 黎 曼 定理 可 知 ， 存 在 解析 函 
数 w(z) = f(z,z0), 它 将 区 域 0 单 叶 地 映射 为 w = + 7 平面 上 的 闭 单位 圆 B. 将 
1 的 边界 T 映射 为 单位 圆周 9, 将 点 z = zo 映射 为 坐标 原点 w = 0, 即 


lw(z)| y)er | 三 [f(z, zo yer 一 长 w(z0) 一 f(z0: z0) 三 0, 


并 且 
w (20) = eo) _ 
下 面 证 明 : 函数 4 , 
G(T, YY; To, yo) = Se ln Fe ey (4.3.10) 


为 区 域 2 上 的 Green 函数 . 
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事实 上 ， 由 


Lim f(z, zo0) 二 i fl , 20) 一 f(z0, 2z0) 至 df (z, 20) z 0 
20 ZC 20 Hz0 一 20 dz =%0 
可 知 ， 点 z = 20 为 并 于 0 的 可 去 奇 点 ， 故 
ZZ20 
f(z,20) z € QD\{z0}, 
必 一 ZO 
F(z 0) 三 
df (z, z0) _ 
0 
dz 


为 在 区 域 2 内 的 解析 函数 , 并 由 w(z) = f(z, z0) 关于 变量 z 是 单 叶 解析 函数 可 知 ， 
函数 F(z,z0) 关于 变量 z 在 闭 区 域 8 上 恒 不 为 零 ， 从 而 由 

f(z, 20) |= 1 
ZzZ—20 27 


ey 


训 二 2&0 


] 
— ln|Fl(z,20)| = 二 n | 一 一 Re|Ln 
27 


可 知 ， 函 数 二 | 二 区 | 在 2 内 关于 变量 * 及 是 调和 函数 
另 一 方面 ， 对 Y (z,y) E 也 则 由 f(z,z0) e 5 可 得 |f(z,z0)| = 1, 故 有 


nf Z, 20) 呈 1 1 
z—2zo ll(zwer 2r |z—2zoll(yer’ 
从 而 由 
1 1 1 1 f(z, z0) 
一 一 一 一 一 三 一 jn 一 一 ln 一 
27 |f(&20)| 一 必 = 动 | 27 2 一 20 
可 知 ， 函 数 


. 1 
G(Z,Y; zo, Yo) = 97 nn (f(z,z0)| 


为 区 域 0 上 的 Green 函数 . 
下 面 验证 ， 当 2 为 圆 形 区 域 时 ， 利 用 式 (4.3.10) 求 得 的 Green 函数 与 例 4.3.3 
中 求 得 的 Green 函数 完全 相同 . 
设 1 为 以 原点 O 为 心 ， 以 R 为 半径 的 圆 域 ， (zo,yo) e 2. 利用 复 变 函数 的 
结论 可 知 ， 将 2 变 为 单位 圆 内 部 ， 并 将 zo = zo + iyo 变 为 原点 的 保 形 变换 为 
0 
w(z) = f(z;20) = Re ee 等 
2 R? 


a R 
其 中 0 为 任意 常数 ， 20 关于 98 的 有 反 演 点 为 z1 = [EE 二” 
由 式 (4.3.10) 可 知 ， 所 求 的 Green 函数 为 


ee 1 ] Zo(z1 — 2) 1 1 i 
G(z,Y; 0, Yy0) = 在 让 n Rlz — zo) 97 [z— zol D7 |zo| pe zi| 


上 式 与 例 4.3.3 中 求 得 的 Green 函数 完全 相同 . 


习题 4.3 


4.3.1 试验 证 ， 当 MM 关 Mo 时 ， 函 数 


h(M, Mo) = 元 In 


关于 变量 M 及 Mo 为 二 维 调和 函数 ， 其 中 rw w 为 点 Mo 与 M 间 的 距离 . 
4.3.2 试验 证 : 当 M 关 Mo 时 ， 机 数 


h(M, Mo) = 


Arr NM 


关于 变量 M 及 Mo 为 三 维 调和 函数 ， 其 中 rwrowr 为 点 Mo 与 M 间 的 距离 . 
4.3.3 已 知 当 了 天 0 时 ，w(z1,22,… ,Tn) = Jr) 是 n 维 调和 函数 ， 证 明 : 


CO!1 + Can-， 用 一 
f(7)= 


C 
C1 十 一 ， 访 注 2， 
| 


其 中 7 = VTi 二 723 十 … 十 X72， C1，C2 为 常数 . 
4.3.4 设 8 CR 为 有 界 区 域 ，T 为 其 边界 ,证明 等 值 面 边 值 问题 
Au = f(x,y,z2), (7,y,z)€ 1, 


ul(z, 2 z)]|(z,y,z)er 三 向 


Ou 


/ f(z,y,z)dS = 40， 
rT 
其 中 ce 为 待定 常数 ， Ao 为 已 知 常数 . 
4.3.5 车 wuE 0C*(f) noc!(n) 是 等 值 面 边 值 问题 
Au= f(z,y,2), (7,Yy,2)€ 人， 


有 解 的 必要 条 件 为 


u(z, 2 艺 )| feiy syEF 一 C) 


Ou 
/器 dS= Ao 


的 解 ， 证明， 此 问题 的 一 切 解 均 可 以 表示 为 u 和 任 一 常数 之 和 的 形式 ， 其 中 c 为 待定 常数 ， .4o 
为 已 知 常数 . 


4.3.6 设 2 是 以 Mo(zo,yo,zo) 为 球 心 、 以 R 为 半径 的 球 ，u EC*(R)NnCW(0), 且 在 
人 2 内 为 调和 函数 ， 证 明 
wl zm//f na 
pd 


4.3.7 推导 二 维 情形 的 基本 积分 公式 . 
4.3.8 证 明 Green 函数 的 性 质 4.3.3 和 性 质 4.3.4. 
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4.3.9 设 凡是 由 光滑 闭 曲 面 三 围 成 的 有 界 区 域 ， 其 中 n 为 曲面 了 的 外 法 线 方向 ， 如 果 函 
数 wEcC”(2)nc2), 且 在 2 内 为 调和 函数 ， 证 明 
0， Mo ¢ 2, 
Wh Mins Th Mo | 这 地 残 ]45= 站 让 
dnru(Mo), MoE€EQ. 


4.3.10 设 为 区 域 9 内 的 二 阶 连续 可 微 函 数 ， 如 果 对 4 中 的 任 一 球面 5, 都 成 立 


// 三 

证 明 : 了 飞 为 有 内 的 调和 函数 . 

4.3.11 证 明 : 处 处 满足 平均 值 公式 的 二 阶 连续 可 微 函数 一 定 是 调和 函数 . 

4.3.12 分 别 用 静电 源 像 法 和 保 形变 换 求 半圆 形 区 域 {(z,y) | 十 yw < 1 y > 0} 上 的 
Dirichlet 问题 的 Green 函数 . 

4.3.13 求 函 数 u(7, 90, wp), 使 其 在 单位 球 内 为 调和 函数 ， 在 单位 球面 上 取 值 为 1 + 2 cos 29， 
这 里 (7,9, ”%) 表示 球 坐 标 . 

4.3.14 设 4, B 为 常数 . 求 在 以 原点 为 心 ,以 a 为 半径 的 圆 中 为 调和 函数 , 而 在 圆周 7 = a 
上 取 下 列 值 的 函数 : 


(1) u(r,0)|,_, = Acos); (2) u(r,0)|,_, = A+Bsing. 
4.3.15 设 9 为 以 原点 为 圆心 、 以 RR 为 半径 的 圆周 ， (z,y) € 5, 试用 直接 计算 验证 
R*— po R*— zr0—% 


"TT RI-2Rpocos(0—00)+p8 (zzo):+(y— yo)? 


关于 变量 (zo, yo) 在 圆周 9 内 部 为 调和 孙 数 . 


4.4” 极 值 原理 ” 解 的 唯一 性 及 稳定 性 


从 物理 学 上 看 ， 在 整个 热传导 的 过 程 中 ， 当 该 物体 的 温度 分 布 u 达到 稳定 状 
态 ， 即 温度 不 随时 间 t 变化 时 ，%v 就 应 该 满足 Laplace 方程 ， 因此 对 于 调和 函数 来 
说 也 应 成 立 极 值 原理 . 本 节 将 以 三 维 情形 为 例 , 给 出 调和 函数 的 极 值 原理 ， 并 用 它 
来 讨论 Laplace 方程 和 Poisson 的 边 值 问题 解 的 唯一 性 及 稳定 性 ， 最 后 给 出 调和 郴 
数 的 一 些 重要 性 质 ， 其 他 维 数 的 情形 可 完全 类 似 地 讨论 . 
4.4.1 ” 极 值 原理 

定理 4.4.1 设 Q 是 以 光滑 闭 曲 面 9 为 边界 的 有 界 区 域 , 函数 4 在 人 内 是 调 
和 函数 ， 在 8 上 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ， 则 


/3 dS =0, 


0 
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其 中 对 为 曲面 98 的 外 法 线 方向 . 


证 明 选取 vv 三 1 则 由 wwecCc202)nCIC u 在 2 内 是 调和 函数 可 得 
: 
Onlao 


f Ou 
— dS=0. 
//¥: 0 [ 


D0 


推论 4.4.1 Neumann 内 问题 
Oxu Ou Ou 


Au|, = 0 Av|, = 


于 是 由 Green 第 二 公式 可 得 


Au = B73 证 Dy 十 B23 二 0, (7z,y,2)€ 0Q, 
Ou 
| g(r,Yy, 2) 
有 解 的 必要 条 件 是 
ly ds = 0. 
0 
在 定理 4.4.1 中 ， 几 起 的 义 是 ， 当 了 “表示 2 中 无 热源 的 定常 状态 的 
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温度 分 布 函 数 时 ， 其 通过 边 力 界 曲面 02 的 热流 量 总 和 必须 为 去. 

为 了 以 下 和 叙述 方便 ， 对 Va > 0, 用 Bu(Mo) 表示 以 Mo 为 心 、 以 a 为 半径 的 开 
球 ， 而 So(M0) 则 表示 这 个 开 球 的 球面 . 

定理 4.4.2 (平均 值 定 理 ) 

设 在 区 域 2 内 是 调和 函数 . 对 VMoeE 8 及 Ya>0, 如 果 B,(N40)C 2. 则 
u 在 点 Mo 的 值 等 于 在 球面 5, (Mo) 上 的 积分 平均 值 ， 即 

u(Mo) = i Ha (M)dsS. 
i (Mo) 


证 明 由 Bo(Mo) C 2 可 知 ，w€ C2(Ba(MMo))n Cl(Ba(Mo)). 并 由 在 区 域 
1 内 是 调和 函数 可 知 ， Bu(Mo) 上 有 Auv = 0， 从 而 由 基本 积分 公式 可 得 


co- 去 J 20 -on 是 (ja 


Tr MI 0 ATAA 
Sa (Mo) 9 


其 中 n 为 So(Mo) 的 外 法 线 方向 . 
另 一 方面 ， 对 Y M e S64(MMo), 由 Su(Ao) 的 外 法 线 方向 n 与 MA 的 方向 一 


Se 1/ 1 9 /7 1 
© 
el 儿 aa r (> ) 


M Mo ATAT0 M AMY 


| 


MEeS, (Mo) a2. 


14 极 值 原理 解 的 唯一 性 及 稳定 性 .185 . 


并 由 定理 +.4.1 可 得 


/ | ; Sds = ds = 0 
To 


(Aio) ,( Mo) 


1 . 0 1 
iA10) = 一 一 )7) 一 (M)d 
ul(Alo) ri 几 LU 人 ) 7 人 | ds | a (1 


Sa (Mo) 1 (M1o) 


定理 4.4.3 ( 极 值 原理 ) 
没 函 数 u 在 区 域 2 内 是 调和 函数 ， 则 除 w 恒 等 于 常数 外 ， 不 可 能 在 2 内 
部 取 到 上 确 界 和 下 确 界 的 值 . 


证 明 我 们 只 证 明 上 确 界 情形 ， 下 确 界 情形 类 似 可 证 . 
如 果 si u(Af) = -co 或 sup wan = +eo, 则 2 在 区 域 2 内 部 取 不 到 上 确 
Me 


NEeER 


界 值 ， 放 不 妨 设 -oo < sup u(M) < +co, 上 且 存 在 Mo € 0, 使 得 
NTEQ 


从 而 


sup u(M) = (Mo). 
NIEQN 


首先 证 明 : 对 65 > 0, 当 Bi(Mo0) C0 时 , 对 VME Bs(Mo), 有 ww(Mo) = u(M)， 
即 v 在 闭 球 Bs(MMo) 上 恒 等 于 常数 u(Mo). 

事实 上 ， 如 果 存 在 M* € Bj;(M0), 使 得 (M8*) < wo), 则 由 w 在 点 M* 连续 
可 知 ， 存 在 w > 0, 使 得 


uM)< max uM) < u(No). 
MEBn(AMT:) 


男 一 方面 ,以 Mo 人 心 、 到 二 TM" Mp 为 半径 的 球 B,( Mo) 全 含 在 Bs( Mo) 内 ， 
故 在 区 域 2 内 是 调和 函数 ， 并 根据 平均 值 定 理 可 得 


1 下 
u( Mo) = pp } u(N)dS 
Tm 
S.( N16) 
re | 儿 u(M)dS + | wa0d3| 
4TF7 
Sr Mo)\ Sl Nl* ) Sr( Mo)NSn( Me*) 
& . 可 en) /| dS 十 u( Mo) /| 45| 
4T7 
Sn(Mo)\Sn(Me*) Si.(Mo)NSn( Me*) 
< ul (Myo) Ee i 45| 一 ul (M1o), 
Sr( Mo) 


上 式 矛 盾 ， 此 矛盾 说 明 ， 对 YA EBs(Mo), 有 ww(M) = (Mo). 
下 面 证 明 : 对 YATE 4， 有 (Mo) = ul(M), ), 即 在 2 上 恒 等 于 稼 数 u (M0). 
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捉 实 上 ， 对 VY Mx€ 0, 在 8 内 可 作 一 条 连接 Mo 及 M* 的 折线 二 , 使 得 L 全 
含 在 2 内 ， 并 用 d 表示 工 与 92 的 最 短 距离 ， 即 


d= inf | TI = inf ns 
MeL. M'ean AreL, MEd M1 


由 艺 是 有 界 闭 集 可 知 ， 存 在 满足 条 件 0< =<d 的 =. 并 在 工 上 依次 选取 7+1 

个 不 同 的 点 Wo， an ， Mi An = ML*, 使 得 
[Mi Ni | S Wig Wp 世 志 由 三 多 
于 是 
Mri €E Be(Mi) TCT RR k= 1 2 :nm; 
由 前 面 已 证 得 的 结论 可 知 ， 在 B: (M1o) 内 uw wl (Mo). ). 故 由 Mi eB:. (Mo) 可 得 
u(AMMi) = u(Mo)., 
于 是 在 Bl (AN) 内 2 三 ul (Mo). 利用 数学 归纳 法 可 知 ， 在 B: (Mi 1) ) 内 uw 三 ul( M1o). 
故 由 M7,, €B: (Mn— 1) ) 可 得 
u(M*) = wu(M;) = wv( Mo). 

由 M* 的 任意 性 可 知 ， 在 2 内 三 (Mo). 

综 上 可 知 ， 除 恒 等 于 常数 外 ，4 在 8 内 部 取 不 到 上 确 界 和 下 确 界 的 值 ， 

推论 4.4.2 设 函数 4 在 有 界 区 域 2 内 是 调和 函数 ， 在 0 上 连续 ， 则 有 


max ww ) = max uM), min wa = min u(M). 
MER MEAN Nrer MEON 


推论 4.4.3 设 函 数 4 及 在 有 界 区 域 2 内 部 是 调和 函数 ， 在 有 上 部 连续 ， 
并 有 旦 在 02 上 < wv, 则 除 在 2 上 三 w 情况 外 ， 在 1 的 内 部 恒 有 <i. 

下 面 我 们 讨论 强 极 值 原理 ， 为 了 叙述 方便 及 证 明 需 要 ， 给 出 如 下 的 定义 . 

定义 4.4.1 设 太 为 区 域 2 的 边界 ,点 Pe 站 ， 如 果 存 在 一 个 并 球 B. 使 得 
BC0, 且 BNT={P}, 则 称 区 域 2 在 点 己 处 满足 内 球 条 件 ， 如 果 存 在 一 个 开 球 
B, 使 得 BC RS\f. 且 BNT={P}, 则 称 区域 8 在 点 尸 处 满足 外 球 条 件 . 

定理 4.4.4 ( 强 极 值 原理 

设 卫 为 区 域 9 的 边界 ， fe :调和 函数 ， 在 0 上 连续 ， 且 不 
恒 为 首 数 .如 果 在 点 BB eT 了 处 取 最 大 (或 最 小 ) 值 ， 区域 0 在 局 处 满足 内 球 条 
件 ， 且 边界 曲面 在 点 蕊 处 有 切 平面 ， 则 当 到 | ， 存 在 时 ， 必 有 

Bu (或 a 人 < 中 


0O72 lp O7mz 17 


4.4 极 值 原理 解 的 唯一 性 及 稳定 性 .187 . 


其 中 nn 为 区 域 2 关于 边界 人 的 外 法 线 方向 . 


证 明 只 证 明 最 大 值 的 情形 ， 最 小 值 情形 类 似 可 证 . 
由 区 域 8 在 局 处 满足 内 球 条 件 可 知 ， 存 在 RR > 0, 使 得 Ba( 忆 ) 在 点 PP 与 TT 
相 切 (图 4.+.1), 且 


Bra(P)INT = {Py}, Bra(Po) C QU{PD)}. 


记 D= Ba(P)N BalP) (图 4.4.1 中 阴影 部 分 ), Sp = Br(PPo) NOBs (Po). 


图 4.4.1 
对 YA EQ, 记 r7 二 ro, 选取 常数 a > 作 函 数 


wM)=e-°" 一 ea ， 


则 当 ME 时 ， 有 
R 


wM)=e-" eR 。 =0， r=Rh, 
< 0, "SR: 
准 、 
NMED 时 ， 由 7 之 可 得 


过 2 , 6 i 
Ab=(-6a +4a2r2)e-ar >aR’ (a 一 za) 20. 
?2 


另 一 方面 ， 由 不 恒 为 常数 ， 并 根据 极 值 原理 可 知 ， 在 有 界 闭 集 Sm C 2 上 
取 不 到 最 大 值 w( 书 ), 故 对 YATEe SR, 有 
u(M) < max u(M) < u( Do), 


MESR 


从 而 由 w(M) 在 Sn 上 连续 可 知 ， 存 在 = > 0, 使 得 


max u(M)+e max w(M) < ul( Po). 
MESR R 


MES 
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对 上 述 取 定 的 a, 作 苑 数 


v(M)=uM)+ew(MN), MegQ, 


则 当 Me 时， 由 
Av(M)= Au(NM)+eAw(M)=eAv(NM)>0 
可 知 ，wv(M) 在 D 上 的 最 大 值 不 能 在 D 的 内 点 取 到 (否则 ， 在 该 点 应 有 、e < 0. 
矛盾 ), 即 v(M) 只 能 在 9D 上 取 到 ， 从 而 由 

u(M)+ew(NM) <u(D). NMEDSnh. 

v(M)|iyesp = Re 
u(Nf) < vu(D), Me oD\SR (此 时 7,,, = R) 
> ) 

v(M) 在 9D 上 的 最 大 值 也 在 点 PB 处 取得 ， 并 且 当 三 


On 


可 知 ， 


， 存在 时 ， 有 
Ov 


本 [a We | | 
Onlp, lon Onljip, 


综 上 可 知 ， 如 果 区 域 2 及 函数 u(27) 满足 定理 条 件 ， 则 当 | 


VY 


0. 


存在 时 ， 巾 
x On | 用 
区 域 2 关于 边界 忆 的 外 法 线 方向 n 与 BIO 相同 可 得 
O Ow 有 
和 所 基 这 = 9srace je = 9a Rae 网 ~ (0 


| 

4.4.2 ” 解 的 唯一 性 及 稳定 性 

首先 用 极 值 原理 证 明 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 及 稳定 性 

定理 4.4.5 三 维 Laplace 方程 的 Dirichlet 内 问题 

dw du, du Wr 
| Bi Bi Be Wt EN 
u(w yz)|arm = 9(T,Y, 2) 

的 解 如 果 存 在 ， 则 必 是 唯一 的 ， 且 连续 依赖 于 所 给 的 边 值 mw 


证 明 设 与 如 都 是 所 给 Dirichlet 内 问题 的 解 ， 今 


UP, 2) = wr, ,2) 一 aa 人 (yy 2), 
则 是 Dirichlet 内 问题 


Ou 这 Ou 六 O21 _ 0 | )e 
| WY ME 


U(r, Y,2 )|aw -一齐 


(x,y,2) ET， 


的 解 ， 故 u(x,y,z) 在 2 内 是 调和 函数 ， 在 上 连续 ， 在 边界 30 1 三 0、 从 而 由 


4.4 极 值 原理 解 的 唯一 性 及 稳定 性 .189 . 


推论 4.4.2 及 边界 条 件 可 知 ， 对 V(z,yz)Ee2, 有 


0 三 iin u(rz,y,z2) < 1 2 
nin u(y, 2) 入 uz,Yy,2) < max uz,Y, 2) 


即 在 2 上 有 wi = ws. 解 的 唯一 性 得 证 . 
下 面 证 明 Dirichlet 内 问题 的 解 连续 依赖 于 所 给 的 边 值 9. 
设 ui (i = 1,2) 是 Dirichlet 内 问题 
Ou 和 Ou Ou 
| oz2 02 0Dz2 
u(r yz) an = gi(z,y,2) 人 三 12) 


的 解 ， 则 wi 一 ws 在 内 是 调和 函数 ， 在 0 上 连续 ， 且 
[i (zz) — Wi(z,Y, he = gi(x,y,2) — g2(2,Y,2). 


由 此 可 知 对 vee>0, 取 56=e,: 当 max |gi (x,y, z) 一 go(X,y,2z)| <6 时 ， 有 


=0, (x,y,z) € 1, 


一 三 0 < min(gi — g2) < max(91 一 g2) <60=&, 


从 而 由 推论 4.4.3 可 知 ， 对 VY (zx,y,z) € 人 2, 有 
一 < U(r,Yy,2) — U(r,Y,2) < E， 


即 


maxlu — u2| < E， 
7 
这 说 明 所 给 Dirichlet 内 问题 的 解 在 最 大 模 意 义 下 连续 依赖 于 边界 条 件 . 


定理 4.4.6 三 维 Laplace 方程 的 Dirichlet 外 问题 
Ou Oxu Ou 
a ~ 二 0,， (zx,y,z)€ 人， 
Br | "Oe (ry 2) 
u(x,y,2)|y0, = g(x,Y, 2), 


lim (ry,2) =0 r= VR+ 人 +22 


六 一 


的 解 如 果 存 在 ， 则 必 是 唯一 的 ， 且 连续 依赖 于 所 给 的 边 值 9. 
证 明 设 刀 与 如 都 是 所 给 Dirichlet 外 问题 的 解 ， 


UDP 2) = ti (Ty, 2) — a7,Y,2), (7,y,2) € 0", 
刚 w 满足 Dirichlet 外 问题 
Bh 旧 O21 Ou 
Or2 Oy 0z? 
U(T, YZ) 


D0 


lim dw(z,y,2)=0, "= 
六 一 十 CC 
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下 面 证 明 在 2 上 vw 三 0. 
事实 上 ， 如 果 存 在 (xzo,yoj € ,使 得 (iro.yo, 320) 关 0. 选取 := 

则 由 ,lin w(x,y,2) = 0 可知， 存在 已 > 0, 使 得 点 (xo,yo, 0) 和 这 界 80' 全 合 在 

开 球 BR = {x,y,2) | VR 十 她 十 2 之 且 } 内 ， 且 当 VY 十 访 十 开 岂 及 时 ， 有 


[u(r yz) = h(ir,y,2) — u(r,Yy.2)| < s. 


并 由 


ao 二 0 可知， 对 V(x,y,z)E 0(Brn 02). 有 

-€ < UTY,2) = U(r, 82 一 2 人 (TU Z) < €, 
故 由 在 82' 内 是 调和 函数 ， 并 根据 推论 4.4.3 可 知 ， 对 VY (zr.y.2)E Br 由 2 和 .有 
—E < UT,Y,2) = UL, YY, 2) — U2 (TY,2) < €. 


从 而 由 (zo,yo,zo) E BR 站 12' 可 得 


UL (To YO, 
|u(zxo, yo, 20)| Ee eb 


这 与 w(zo,yo,zo) 天 0 矛盾， 此 矛盾 说 明 对 VE 有 
lu(z,y,z)| = |ua(zy,z) 一 ta(Z;Vz)| = 0. 
即 在 2 上 wi 三 wo. 唯一 性 得 证 . 
下 面 证 明 Dirichlet 外 问题 的 解 连 续 依赖 于 所 给 的 边 值 9 
设 u; (i = 1,2) 是 Dirichlet 外 问题 


Ou Ou Ou 
= 十 下 十 一 二 0， (7x,y,2)€ OO 
Br + By + Bz (oY) 


uw,y,2)|am’ = 9i(2, Y, 2), 


dim 二 

的 解 ， 则 wi 一 ws 在 2' 内 是 调和 函数 ， 在 2' 上 连续 ， 量 
[lu (wy,2) — wi (zy,2)] og: = 9 (7,Y, 2) ~ ga(z,y, 2). 
由 此 可 知 ， 对 Ve > 0, 取 5=e, 当 max lo 一 os <60 时 ， 有 
—E=0< min(g! 一 92) < IaX(91 一 92) < 0 三 8， 
从 而 由 
slim llr,y, 3) = w(t, y, 2)] = 0, 

并 仿照 唯一 性 的 证 明 过 程 可 推 知 ， 对 V(x,vy,:) e 02', 有 


—E <U(T YL) — (ry 2) < =， 
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即 
max|ui(z,y,2) — us (7,y,2)| < =. 
地 
这 说 明 所 给 Dirichlet 外 问题 的 解 在 最 大 模 意 义 下 连续 依赖 于 边界 条 件 . 上 
定理 4.4.7 设 we C1(W) nC2(8) (i= 1,2) 是 三 维 Laplace 方程 的 Neumann 
可 题 . ; . 
内 问题 O2u 1 O21u m O02u = 六 (, | EE 罗 
Bt Bt B= 1,Yy,2) E 0, 
| 
Blom 


的 两 个 解 ， 则 它们 之 间 最 多 相差 一 个 常数 ， 其 中 n 为 区 域 2 关于 边界 08 的 外 法 
线 方向 ， 


证 明 令 久 二 wi 一 ww, 则 we€E Cl)NC?(0), 且 满足 Neumann 内 问题 


D2u 82u 可 
u Ou Ot oe 


故 取 wu =v, 由 Green 第 一 公式 可 得 
/三 十 (元 ) 十 (至 ) ]dzdyd: = 0 


从 而 由 we C1(8) 可 知 ， 对 VY (zx,y,z) € [2, 有 


Ou Nu _ Ny 
Or Oy pz ” 
即 在 Q 上 w= wi 一 tz 恒 等 于 和 常数 . ; 


Neumann 内 问题 的 任意 两 个 解 之 间 虽 然 相 差 一 个 常数 ， 但 因为 许多 物理 问题 
所 需 计算 的 量 不 是 解 w 本 身 , 而 是 其 导数 . 例如 ,计算 静电 场 的 电场 强度 ， 要 计算 
的 是 玉 = 一 grad u, 而 不 是 电势 因此 Neumann 内 问题 仍 是 有 意义 的 . 
定理 4.4.8 三 维 Laplace 方程 Neumann 外 问题 
Du Ou Ou 四 


2 =0, (x,y,2)€ 1", 
OZ Ovy? Oz2 (7, 2) 


Ou 
On’' lr 


= g(2,Y, 2), 

im wz,g 习 =0，7= V 酌 十 好 十 于 
的 解 如 果 存在 ， 则 必 是 唯一 的 ， 其 中 了 为 有 界 区 域 2 的 边界 ,在 了 上 每 一 点 处 者 
有 切 平面 且 满 足 外 球 条 件 ， 2' 是 以 了 为 边界 的 外 部 区 域 ， 于 为 区 域 2' 关于 边 
界 厂 的 外 法 线 方向 . 
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证 明 设 与 us 都 是 所 给 Neumann 外 问题 的 解 ， 令 
U(x,Y,2) = (zy, 2) 一 wz(Z 2 (x,y,2) € 人 2 


则 vw 满足 Neumann 外 问题 
Ou Ou Ou 
ee dt Fs 0, ep 4 (2", 
822 Oy: Oz (x,y,2) € 
Ou 
On 


三 日， 
本 


li 二 人 0 不 尘 
Ms Bh 


故 对 VR>0, 当 械 全 售 在 开 球 BR = {(z,y,2) | 说 十 访 十 于 <} 内 时 ， 由 研 上 
每 一 点 处 都 有 切 平面 且 满 足 外 球 条 件 可 知 ， 区 域 Bn mn 82' 在 边界 上 每 一 点 处 部 有 
切 平面 且 满 足 内 球 条 件 , 从 而 由 |， = 0, 并 根据 强 朴 值 原理 可 知 ， 在 Ba 
上 的 最 大 值 和 最 小 值 只 能 在 圆周 BR = {(z,y,2) | 悦 十 好 十 二} 上 取 到 ， 即 


min joo,2) = in 2 max v2) = maru(E i 2 
BrNMO’ OBR BrRMY' OBR 


a U(xzo, Sy] 
男 一 方面 ,如果 存在 (zo,yo) € 12', 使 得 u(xo,yo,z0) 关 0. 取 s= oo oso 
则 由 ,lim u(Zz,y,z) 三 0 可 知 ， 存在 R > 0, 使 得 点 (x0,yo, 20) 和 本 全 仿 在 开 球 Bn 
内 ， 且 当 V+ 她 + 弛 之 RR 时 ， 有 
[u(x,y,2)| = Iwi(z,y,2) — ua (X,Y,2)| < &, 
故 对 VY (zx,y,z) E€E Bn 赂 人 2', 有 


一 E < minu(z yz) & u(r,y,2) & maxu(r,y,2) < Ee, 
OBR BR 


从 而 由 (zo0,yo, 20) E BR M82' 可 得 


IU (xo, 4/0， 20)| 
9 


这 与 u(x0,yo, 20) 寺 0 艺 盾 ， 此 矛盾 说 明 对 VY (x,y,:)€ f2', 有 
u(x,y,2)| = hu (x,y 2) — tw (2,y,2)| = 0, 

即 在 人 12/ 上 Wi = Ws2. | 
4.4.3” 调 和 函数 的 一 些 重要 性 质 

定理 4.4.9 (Harnack 第 一 定理 ) 

设 函 数 序 列 {ww} 中 的 每 个 函数 在 有 界 区 域 2 内 部 是 调和 函数 , 在 人 2 上 上 连续 ， 
而 且 {ww} 在 08 上 一致 收 敛 ， 则 {fiw} 在 82 内 也 一 致 收 仇 ， 并 旦 极限 函 数 4 在 人 2 
内 也 是 调和 函数 . 


ju (zo, V0， 20)| < 一 
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证 明 设 gi(z,y,z) = un(7,y,z)|3o; 则 由 连续 函数 序列 {on} 在 92 上 一 致 收 
敛 可 知 ， 对 Ve > 0, 存在 正 整 数 N(e), 使 得 当 n, m > NN 时 , 对 V(z,y,z) € 08, 有 
|gn(z, Vy， Z) gm(ZY, 2/， z)| < E， 

即 

E < gn(T,Yy,2) — gm(T,Y,z2) < E 
故 由 推论 4.4.3 可 知 ， 当 n, m > NN 时 ， 对 V(xz,y,z) €E ,有 

Ea < Un(T,Yy,2) — Um(T,Y,z) < E， 
即 

max |un (zz) — um(, 7T,Yy,2)| < &, 
12 


从 而 由 Cauchy 判别 法 知 ， 函 数 序列 {ui} 在 2 内 一 致 收 你 ， 而 且 极 限 函 数 


大 ( 力 ,你 ) 三 im Un(z,Yy,2), (zz E 8 


在 1 内 连续 . 

下 证 极限 函数 u(x,y,z) 在 1 内 是 调和 函数 ， 

对 VY (zo,yo,20) € [2, 由 2 为 开 集 可 知 , 存在 RR > 0, 使 得 (zo,yo,zo) 6 Br cd, 
故 由 wn (2 = 1,2,…) 在 BR 上 是 调和 函数 ， 并 根据 Poisson 公式 可 得 


人 2 (BR,0 
in(po, to, po0) = = | /去 (及 二 po)un(R0o) ~ sinw dp2db， 
47 (R? 


+ p28 — 2Rpo cosYy)? 
从 而 由 {un} 在 Br 上 一 致 收敛 可 知 ， n 一 co 时 ， 在 上 式 两 端 取 极限 可 得 


27 
— pe)u(R,0,y) 
[gl 三 = | [A 本 SID % dypdb, 
i(po, to, po) 4 0 (R?2+ pp — 2Rpocos) 人 


其 中 (po;b0 ,920) E BR 是 对 应 点 (x0, Yo, 20) ) 的 球 坐 标 ， (R, 0, y) € OPR， 且 


COSY = COs Pp COs po + sinw sin yo cos(0 一 00)， 
综 上 可 知 ,极限 函数 可 用 球 的 Poisson 公式 表达 ， 故 在 球 BR 内 是 调和 函 
数 ， 从 而 由 点 (zx0,wo,z0) 的 任意 性 可 知 ，w 在 2 内 是 调和 函数 . | 


定理 4.4.10 (Harnack 不 等 式 ) 
没 在 球 Ba(M") 内 是 非 负 的 调和 函数 ， 则 对 YPe Br(M"), 有 


3 (RI+r * 
i NM") < ulP) < 证 这 we 


其 中 r=r 


证 明 对 VvPe Br0M9) ,任意 选取 满足 条 件 rw < "< RR 的 则 由 题 设 可 
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知 ，v 在 球 B077) A 从 而 由 Poisson 公式 可 得 
) 
ul = // i u(M)dS. 
8B,( Mo) 
其 中 P(po,90, wo0) € B,(M*), M(n.0,w) EOBr(M"*),H 
COS7Y = Cos Pp Cos po + siny sin yo cos(0 — to). 
男 一 方面 , 由 4 在 Br(M*) 内 是 非 负 连续 函数 可 知 , 当 ME 0B,(M*) 时 ， 有 


aha WT hd ed ，riry 
po 有 十 po hn 2 (7 一 Po) 有 


二 一 jf u(M)dS < 477 u(P) < 一 一 一 一 OE 了 i i( MN)dS. 


(7 十 p0)2 (7 =,p0)> 
aB,(M"*) n(AN 


将 上 式 两 端 除 以 4rm, 并 由 平均 值 定理 可 得 


n(n 一 po) n(n 十 po) 


(M9 < uP) & hs u(M"), 
pr u(M*) < ul(P) (i u( ML”) 
于 是 由 7 的 任意 性 ， 在 上 式 中 令 7 一 太 + 并 由 po=7 =7 可 得 
R(R-7) pe R(R+T) . 
(RE uM ) uw(P) se (Ry u( NI*) | 


定理 4.4.11 (Harnack 单调 收敛 定理 ) 
没 函 数 序列 {u,} 中 的 每 个 函数 在 区 域 2 内 都 是 调和 函数 ， 且 在 内 单调 增 
加 ， 即 对 YPE 8, 数列 {uw(P)} 单调 增加 ， 则 下 列 结论 之 一 成 立 : 
) 函数 序列 {ui} 在 8 内 的 每 一 点 都 收 伍 ， 且 在 2 内 的 任何 紧 集 五 上 都 一 
致 收 僵 ， 而 极限 函数 在 2 内 是 调和 函数 ; 
2) 函数 序列 {ua} 在 内 的 每 一 点 处 部 发 散 , 有 旦 对 vPe 8. 有 


lim Wn( PRP) = 
证 明 (1) 设 M* € 2, 数列 fn) 收敛， 到 08 的 距离 为 R, 则 
R= inf |P—-M*|>0. 
Pedn 

首先 证 明 : 函数 序列 {ui} 在 区 域 2 内 的 任何 闭 球 上 一 致 收敛 . 

事实 上 ,对 Vs > 0 及 任意 满足 条 件 0<7< 玉 的 人 由 数列 To) 单调 增 
加 且 收 敛 可 知 ， 存 在 N > 0. 使 得 当 人 全 和 和 N 时 ， 有 
(RC— 1) 


0 < uM) mu (hf*) < 
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并 由 un 一 um 在 1 内 是 调和 函数 及 Harnack 不 等 式 可 知 ， 对 VP e Bi(M*), 有 
R(R+r,,.,) Re ee 

(Re lint ) 一 wn (M )] 

R(R+R) 
~ (R77 


nl um(P) 


八 


[un (M"™) EE um(M™ )], 


此 当 n > A/ > NN 时， 有 


max |un(P)— um(P)| <&, 
PeB, (NM) 

从 而 由 的 任意 性 可 知 ， {uw} 在 BkR(M*) 内 是 内 闭 一 致 收敛 的 . 

综 上 可 知 ，{wn} 收敛 的 点 全 体 所 成 的 点 集 是 含 在 8 内 的 一 个 开 集 , 故 由 {un} 
在 BR(M*) 内 内 团 一 致 收敛 ， 并 根据 2 的 连通 性 可 知 ， {un} 在 2 内 的 每 一 点 处 
都 收 僵 ,并 且 在 2 内 的 任何 闭 球 上 一 致 收敛 . 

其 次 证 明 : 对 2 的 任何 紧 子 集 下, 函数 序列 {un} 在 已 上 都 一 致 收敛 ， 

事实 上 ， 对 2 的 任何 紧 子 集 下 , 由 Heine-Borel 有 限 覆 盖 定 理 及 {un} 在 人 内 
的 任何 闭 球 上 一 致 收敛 可 知 ， 存 在 有 限 个 开 球 Bl1，B2,… , Bi, 使 得 


人 大 
和 EUBEUEL 


"三 ] 2 


并 且 {un} 在 记 (i=1,2,… ,大 ) 上 一 致 收敛 ， 从 而 {un} 在 紧 集 下 上 一 致 收敛. 

最 后 证 明 : 函数 序列 {un} 的 极限 函数 4 在 0 上 是 调和 函数 . 

事实 上 ,对 VY M* e 12, 存在 R > 0, 使 得 BR(M*) C 0, 故 由 Ba(M*) 为 紧 集 
可 知 ， 函 数 序列 {ui} 在 BR(M*) 上 一 致 收敛 ， 从 而 由 Harnack 第 一 定理 可 知 ， 极 
限 函 数 在 Bn(M*) 内 是 调和 的 . 由 M* 的 任意 性 可 知 ,极限 函数 4 在 2 内 是 调 
和 函数 . 

(2) 设 Mo e 0, 数列 fun(Mo)} 发 散 ， 则 由 (1) 可 知 ， {un} 在 2 内 的 每 一 点 
处 都 发 散 ， 并 由 {uw} 在 2 内 单调 增加 可 知 ， 对 VvP Ee 1, 有 


lim wu,(P) = 十 oo. | 


人 一 OOC 


定理 4.4.12 ( 奇 点 可 去 性 定理 ) 
设 v(W) 在 点 Pe Rs 的 某 一 邻 域内 除 点 已 外 是 调和 范 数 ， 量 


RE = 0)， 
im Trypu(Az) 


则 可 以 补充 定义 在 点 的 值 ， 使 得 u(M) 在 该 邻 域内 是 调和 函数 . 


证 明 由 wu(M) 在 点 忆 的 某 一 邻 域内 除 点 了 外 是 调和 函数 可 知 ， 存在 R>0， 
使 得 u(M) 在 Bn(P) 上 除 点 外 是 调和 函数 ， 在 球面 0Br( 丰 ) 上 连续 ， 从 而 由 定 
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理 4.3.2 可 知 ， 存 在 函数 v(MM), 使 得 v(MW) 满足 Dirichlet 内 问题 
| Av(MY) = 0, M € BnrlBY, 
0 [3B > 1 
并 且 函 数 v(M7) 一 v(M) 在 Br(P) 内 除 点 已 外 是 调和 函数 ， 在 0Br(P) 上 连续 . 
令 wu(P i 只 需 证 明 , 对 YM € Ba(P)\M{P}, 有 uM) = vw(M). 
事实 上 ， 由 u(7) 在 Ba(P) 内 是 调和 函数 及 
lim rp u(M)=0 
Mas3P 


可 得 
im，， [ua(M)—v(M)] = 0， 
故 对 VM* e BR(P)\{P} 及 对 Ye > 0, 存在 6€ (0,7,.,), 使 得 当 7,, < 5 时， 有 
Rryp 
| vA)]| < € 


从 而 对 VM e 9Bs(P), 有 


(= =) <uM) -uM) < el( i =] 


另 一 方面 , 由 (一 一- 元) 在 人 = {N115< rs < 本 内 都 是 调和 函数 ， 在 


仿 上 都 连续 ， 且 一 四 |sp pi) = 0, 并 根据 推论 4.4.3 可 知 ， 对 YA e 02;. 有 


lu(M*) — otM*)| <e (一 -5) 
M*Pp 


综 上 可 知 ， 对 YA € BrR(P)\M{P} 及 Ye >0, 有 


1 
lu(M*) — wo M*)| < e(- 天 =) 


在 上 式 中 ,， 令 = 一 0， 得 
u(M*) = v(M*), 
从 而 由 M* 的 任意 性 可 知 ， 对 VM €E BrR(P)\M{P}, 有 
u(M) = v( M1). | 
定理 4.4.13 (调和 函数 的 解析 性 定理 ) 

设 4(M) 在 区 域 2 内 是 调和 函数 ， 则 (M7) 在 区 域 内 关于 恋 莽 1 是 解析 
油 数 ， 即 对 Vv Aio(zo,yo,zo) €E 2, 存在 RR>0. 使 得 在 球 Bn(NM0) 内 u(A1) 都 可 以 展 
开 成 x 一 0,y 一 yz 一 2 的 寡 级 数 ， 

证 明 对 YAo eg ,由 2 为 开 集 可 知 ， 存 在 愉 >0. 使 得 BAnUWo CQ. 从 而 由 
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(M1) 在 Ba(Mo) 上 是 调和 函数 ， 并 根据 Poisson 公式 可 知 , 对 YAM e BR(Mo), 有 


2 
— pirim 
i // Ce u(P)d5 
a (R?+ Dei = 2Rpyras, COs”y)3 
= pp? 1 
MMo dS 
= // P)ds, 
Bel( Mo) Psy 


其 中 点 M(x,y,z) e BR(Mo) 的 球 坐标 为 (pw ,09pm), 点 P(é&,n,C) € 8BR(Mo) 
的 球 坐标 为 (R,9,y), 且 
Cos = Cos pu COsp + sin pw sinpcos(g — 0,,). 
为 了 讨论 方便 ， 设 Mo(zo,yo,zo) 为 坐标 原点 ， 则 对 Y P(E&,m,C) €E 0BR(MMo), 有 
“二 妖 一 J0 六 十 (一 现款 一 加 = 各 二 信 十 允 ， 
对 VA(z,y,z) €E Br(Mo), 有 
pov, = (7— Zo) +(y— yo) +(z— 20)7 =77 + + 


po = (TE +(Yy n+ (2 —0), 


从 而 
本 = i 了 BR = (Z2 十 2 十 于) 
ph ((z —€)2+(y—n)?+(z— C0] 
_R*— (z+y +2) 2(zE + YN + 20) — (2+ + 22)1 -3 
R3 0 R? | : 


利用 二 项 式 定 理 , 把 上 式 右 端 项 展开 为 关于 x, y, z 的 宪 级 数 ， 而 当 点 (&,7, 6) 
在 球面 上 ， 且 |z|, |y|, |z| 充分 小 时 ,这 个 竹 级 数 是 一 致 收敛 的 ， 故 它 可 以 逐 项 求 积 
分 ， 且 积分 后 仍 得 到 一 个 关于 z, y, z 的 一 致 收敛 的 备 级 数 ， 从 而 函数 4(M) 在 点 
Mo 处 解析 .由 点 Mo 的 任意 性 可 知 ，w(M) 在 2 内 处 处 解析 . | 


习题 4.4 


4.4.1 在 二 维 情 况 下 ， 证 明 调和 函数 的 平均 值 定 理 和 极 值 原理 . 
4.4.2 证 明 三 维 Laplace 方程 Dirichlet 外 问题 解 的 稳定 性 . 
4.4.3 证 明 Green 函数 的 性 质 4.3.2. 


4.4.4 设 有 界 区 域 2 的 边界 厂 为 充分 光滑 的 闭 曲面 , 证明， Poisson 方程 的 第 三 边 值 问题 
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的 解 是 唯一 的 ， 其 中 常数 和 > 0, n 为 的 外 法 线 方向 . 
4.4.5 设 函 数 4 在 区 域 2 内 二 阶 连续 可 微 ， 在 闭 区 域 克 上 连续 ， 并 且 满 足 
Au 三 多 0, 
则 不 可 能 在 2 内 部 取 到 上 确 界 的 值 . 
4.4.6 设 ulz, 切 在 点 (zo.wo) 的 某 邻 域内 除 (zo, 加 ) 外 是 调和 函数 ， 且 
utz 芒 = O(m>) (r= Vr) ry 0), 


则 可 重新 定义 w(z,y) 在 (zo,yo) 点 的 值 , 使 得 w(z;,y) 在 点 (x0,yo) 的 整个 邻 域内 为 调和 函数 . 


4.4.7 证 明 : 如 果 (AT) 在 财 曲面 98 的 外 部 是 调和 函数 ， 且 
u(M)= o( : 


) (ro 一 00), 


MO 
Ou(M) =0( ) Pe 
Or TTMO Tuo 


则 对 98 人 MMo, 有 


w( My) = a 上 | es Aud 议 
TM Mo On “On TM Mo MAID 


(MM) 


4.4.8 如 果 三 维 调和 函数 u( A) 在 奇 点 Mo 的 某 邻 域内 能 表示 为 了 2 的 形式 ， 其 中 党 

数 ae (0,1], 且 N(M) 是 不 为 零 的 光滑 函数 ， 证 明 , 在 点 Mo 处 函数 4 ae 
1 相同, 即 a 二 1 

”4.4.9” 设 调和 函数 列 {wu} 在 有 界 区 域 2 内 一- 致 有 界 ， 证 明 ， 每 一 个 函数 ux 的 一 阶 偏 导 

数 在 2 内 内 闭 一 致 有 界 ， 且 存在 {ux} 的 一 个 子 序列 ， 使 其 在 2 内 内 闭 一 致 收敛 


Tr 


4.5” 一 般 区 域 上 的 Dirichlet 问题 
本 节 将 介绍 一 般 区 域 上 的 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 的 一 个 证 明 方 法 ， 此 方法 
由 全 国光 于 条 Oscar Perron 在 1923 年 给 出 的 ， 简 称 Perron 方法 . 本 节 除 特别 说 明 
外 ,假设 9 是 RY 中 的 有 界 区 域 ，B 是 Rs 中 的 开 球 ， 并 记 T= 00. S = DB. 
4.5.1 上、 下 调和 郴 数 与 上 、 下 函数 的 概念 及 基本 性 质 
设 函 数 V(M) 在 上 连续 ， 则 对 VBC 0. 可 以 定义 一 个 连续 函数 
VB(M)=V(M), MEef\B, 
A Vp(M) = 0, AM1 e 也， 


即 函 数 Va(M) 在 2 上 连续 ， 在 球 B 外 部 及 边界 SU 上 等 于 TWOAD, 在 球 B 内 
是 调和 函数 . 


4.5” 一 般 区 域 上 的 Dirichlet 问题 . 199 . 


定义 4.5.1 设 V(M) 在 区 域 2 上 连续 ， 如 果 对 VBC ,有 
VB(M) < V(M) (M€ 1), 
则 称 TO) 为 2 上 的 上 调和 函数 ， 简 称 上 调和 函数 ， 如 果 对 VBC ,有 
Vp(M) >V(M) (Me€ 1), 
则 称 VW(M) 为 2 上 的 下 调和 函数 ， 简 称 下 调和 函数 . 
定义 4.5.2 设 函 数 9(M) 在 上 连续 . 如 果 Q 上 的 上 调和 函数 V(M) 均 满 足 
V(M) > g(M) (M ED 
则 称 WV(M) 是 g(2M) 的 一 个 上 函数 ， 如 果 8 上 的 下 调和 函数 V(M) 均 满足 
V(M) < g(M) (Me7), 
则 称 TUCW) 是 g(M) 的 一 个 下 函数 . 
上 调和 函数 与 下 调和 函数 具有 如 下 一 些 性 质 . 


性 质 4.5.1 设 函 数 V(M) 在 Q 上 连续 ， 在 8 内 是 调和 函数 ， 则 V(M) 既是 
上 调和 函数 也 是 下 调和 函数 


性 质 4.5.2 设 V(M) 是 上 (或 下 ) 调和 函数 , 则 -V(M) 是 下 (或 上 ) 调和 函数 ， 


性 质 4.5.3 设 V(M) 与 W(M) 都 是 上 (或 下 ) 调和 函数 , 则 V(M)+W(M) 也 
是 上 (或 下 ) 调和 函数 . 


性 质 4.5.4 设 V(M) 为 2 上 的 上 (或 下 ) 调和 函数 ， 则 除 Y(M) 恒 等 于 常数 
外 ， 它 只 能 在 边界 上 取 到 最 小 值 (或 最 大 值 ). 


利用 上 调和 函数 与 下 调和 函数 的 定义 ,容易 证 明 以 上 性 质 , 请 读者 自行 完成 . 
性 质 4.5.5 设 Vi(CM), Ww(M), … Wh(M) 都 是 上 调和 函数 ， 则 函数 
V(M) = min{Vi(M), WM), .… , Vn(M)} 
世 是 上 调和 函数 ， 


证 明 由 Vi(M)eE C(D) 4 = 2 ,mn) 易 知 ，V(M)E CD) 
一 方面 对 VB C9, 由 Va(M)、 Vis(M) 定义 可 知 ,对 VM ET NB, 有 


Va(M) =V(M) < Vi(M) = Vip(M) (i= 1,2,.*°,n), 
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并 对 vM eB, 有 
AVs(M)=AVp=0 (i=1,2,..…. ,n), 

故 由 SC 8 \B, 并 根据 极 值 原理 可 知 ， 对 VM es B, 有 

Vp(M) < Vis(M), 
从 而 由 六 (MM), V2(M),… Wh.(M) 都 是 上 调和 函数 可 知 ， 对 YM € B. 有 

VB(M) < Vig(M) < VM) (i=1,2,...,n). 
综 上 可 知 ，V(M)eC(N), 且 对 VM e 0, 有 

VB(M) < V(M), 

即 V(M) 为 人 上 的 上 调和 函数 . | 
性 质 4.5.6 设 V(M) 为 Q 上 的 上 调和 函数 ， 则 Vp(M) 也 是 上 调和 函数 . 
证 明 记 W(M) = Vp(M) (M € 0), 则 对 VB* CR, 由 Wp:(M) 的 定义 可 

知 对 vM ef\B*, 有 

Wp:(M) = W(M), 
故 只 需 证 明 对 VM € B*, 有 
Wep:(M) < W(M). 
由 于 球 B 与 球 B* 在 内 的 相互 位 置 有 下 列 四 种 情况 可 能 发 生 , 故 分 别 讨论 . 
第 一 种 情形 : 球 B 与 球 B* 相交 . 
此 时 B* = (BAB)U(BnB*), 且 
S=[S*MNMB UAB EC 2\B’, 
并 由 V(M) 是 上 调和 函数 及 不 (M) = Vp(M) 可 知 ， 在 S*+ 上 ， 有 
人 WB:(M)= W(M)= Vep(M) < V(M) = Vg:(M), MeS*NB. 
Wp:(M)= W(M)= Ve(M)=V(M)= Vp:(M), MeS*NN\B, 
故 由 WB:(M) 与 Va:(M) 在 B* 内 是 调和 函数 ， 并 根据 极 值 原理 的 推论 4.4.3 可 
知 对 Me B*, 有 
We: (M) < Va: (M), 
从 而 对 VM ee B*\B, 有 


WB:(M) < Vp: (M) < V(M) = VB(M) = W(M). 
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男 一 方面 ， 由 于 B* 由 B 的 边界 可 表示 为 
oa(B*NB)=[S*NB) UISNB'), 
并 且 在 0(B*nB) 上 ， 有 
| Wa-(M) < Vp*(M) <$ V(M)= Vp(M)=W(M), MEeSNB’, 
Wp:(M)= W(M)= Vs(M), MeS*NB, 
从 而 由 WB-(M) 与 Va(M) 在 B* nnB 内 都 是 调和 函数 可 知 ， 对 Me B*NnB, 有 
Wa: (M) < VBp(M) = W(M). 
综 上 可 知 ， 对 VM € B*, 有 
Wp:(M) < W(M). 


第 二 种 情形 : 球 B* 全 含 在 球 B 内 . 
此 时 B*=BNMB*, 且 


下 一 站 再 C 豆 5*， 
并 由 fp.(AMT) 的 定义 可 知 ， 对 YM € 5S*, 有 
WB:(M)= W(M)= Vas(M), 
从 而 由 Wp:(M) 与 Va(M) 在 B*NB= B* 内 都 是 调和 函数 可 知 , 对 VM € B*, 有 
Wp: (M) < Vp(M) = W(M). 
第 三 种 情形 : 球 B 全 含 在 球 B* 内， 
此 时 B*=(B*\B)U(BNMB*), 有 8 
5S* = 5S*N[L\B), 
并 由 V(M) 是 上 调和 函数 及 W(M) = Va(M) 可 知 ， 对 VM Ee 5*nR8\B, 有 
Wp:(M) = W(M) = Vs(M) = V(M) = Va:(M), 
帮 由 WB (M) 与 Vp (M) 在 B* 内 都 是 调和 函数 可 知 ， 对 YAM < B*, 有 
Wp: (M) < Vp: (M), 
从 而 对 YM € B*\B, 有 
Wp:(M) < Vg: (M) < V(M) = Ve(M) = W(M). 
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男 一 方面 ， 由 于 B*n B= B, 且 B*nB 的 边界 可 表示 为 
oO(B*NB)= SNB", 
故 对 VM ee SNB*, 由 Me€ B*\B 可 得 
Wp:(M) < Ve:(M) < V(M) = Vg(M) = W(M), 
从 而 由 Wa (MM) 与 Vs(M) 在 B*NB 内 都 是 调和 函数 可 知 对 ME B*NB. 有 
Wp: (M) < VBp(M) = W(M). 
综 上 可 知 ， 对 VM € B*, 有 
Wp:(M) < W(M). 
第 四 种 情形 ; 球 B* 全 含 在 球 B 的 外 部 . 


此 时 B*=B*\B, 且 
$+ = "NR AD); 


故 由 V(M) 是 上 调和 函数 及 WW(M) = VBp(M) 可 知 ， 对 VM ES*NnD\B. 有 
Wp:(M) = W(M) = Va(M) = VM) = Vp (M1). 
从 而 由 WB:(M) 与 Va:(M) 在 B* 内 都 是 调和 沁 数 可 知 , 对 VM Ee B* = B*\B. 有 
Wp: (M) < Vag: (M) < V(M) = Vp(M) = W(M). 
综 上 可 知 ， 当 V(M) 是 8 上 的 上 调和 函数 时 ， 对 YB* CQ, 有 
[Va] (M) = Wa: (M) 
并 由 V(M) Ee C(R) 可 知 ，TVp(M)e€ C(D), 从 而 Vp(M) 也 是 上 调和 函数 . | 
性 质 4.5.7 设 函 数 g(M) 在 2 的 边界 上 连续 ， 则 g(M1) 的 任意 一 个 上 艺 数 
都 不 小 于 g(MM) 任意 一 个 下 函数 ， 
证 明 设 V(M) 是 g(M) 的 任意 一 个 上 函数 ，WT(M) 是 oO 的 任意 一 个 下 函 
数 ， 则 对 VvM eT, 有 


和 Va-(M) (MM € TID)， 


W(M) < go(M) < V(M), 


并 由 性 质 4.5.2 及 性 质 4.5.3 可 知 ，TU) 一 W(M) 是 2 上 的 上 调和 函数 ， 故 由 性 
质 4.5.4 可 知 ，V(M) 一 W(M) 在 上 取 最 小 值 ， 即 对 vA Ee 2. 有 


VOM) = WM) > pig[V (MD) = WD] > 0 
从 而 在 8 内 ，V(M) 不 小 于 W(M), 即 对 VM E 02, 有 
VM) > W(NM). 上 
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性 质 4.5.8 设 TD maD … ,Wh(MM) 都 是 g(M) 的 上 函数 ， 则 函数 
V(M) = min{Vi(M), Va(M), -… , Wn (M)} 
也 是 9(M7) 的 上 函数 . 
性 质 4.5.9 设 V(M) 是 g(M) 的 上 函数 , 则 函数 Vp(M) 也 是 g(M) 的 上 函数 . 
性 质 4.5.8 及 性 质 4.5.9 的 证 明 请 读者 自行 完成 . 
4.5.2 ”上 函数 集 的 下 确 界 函数 
设 也 为 区 域 2 的 边界 ，g(M) 是 定义 在 上 的 连续 函数 ， 则 对 VM eT, 有 
-60 < pin 9(P) < g(M) < max g(P) < 十 co， 
从 而 对 YC e 民 . 当 max gl P) < C 时 ， 常 值 也 数 
V(M)=C, Men 
是 g(M) 的 一 个 上 函数 ， 当 min g(P)>C 时 ， 常 值 函 数 
V(M)=C, Men 


9(2M) 的 一 个 下 函数 ， 
由 前 面 的 讨论 可 知 ， 由 yg(M) 的 上 函数 全 体 构 成 的 集合 是 非 空 的 ， 称 该 集合 为 
g(MM) 的 上 函数 集 ， 记 为 wy, 即 


WU = {V1V eC(8) 是 上 调和 函数 ， 且 V|j > 9}- 
另 一 方面 对 VYM Ee 及 VV e Us, 有 
V(NM) > wun g(P) > 一 99， 

故 由 V 的 任意 性 可 知 ， 对 YA € 8, 有 

RE V(AMT) min s g(P) > 一 co， 
从 而 根据 下 确 界 的 唯一 性 ， 我 们 可 以 在 有 上 定义 一 个 函数 

UM)= inf V(M), Me®, 

VEL4y 

称 U,(M) 为 g(M) 的 上 函数 集 (所 有 上 函数 ) 的 下 确 界 函 数 ， 简 称 下 确 界 函数 . 


下 面 证 明 ， 对 人 2 中 的 任意 一 个 开 球 B(M"), 存在 z 中 的 函数 列 {uw 使 得 号 
一 个 w 在 8 内 都 是 调和 函数 ， 且 {un} 在 B(M") 内 一 致 收 全 于 
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捉 实 上 ， 对 Vn e Zt, 由 Uy 的 定义 可 知 ， 存 在 VW & Wy, 使 得 
UM*) < WM*) < UM')+ =， 

故 由 性 质 4.5.8 可 知 ， 对 每 一 个 ne 2 , 函数 
Wa,(M) = min{Vi(M), 人 MD， Va (M)} 

也 是 g(M) 的 上 函数 ， 函 数列 {Wi} 在 8 内 单调 减少 ， 且 对 Vne Zt 有 
UA(M*) < Wa(M*) & Va(M*) <U(M*)+— 


再 由 性 质 4.5.9 可 知 ， 函 数 un(M) = [Wnjs(M) ez 在 B(M*) 内 是 调和 函数 ， 函 
数列 {un} 在 B(M*) 内 单调 减少 ， 并 由 


UM) < un(M*) < Va(M*) < Uo(M*)+— 


可 知 ， 数 列 {un(M*)} 收敛 于 Uy(M*), 从 而 由 Harnack 单调 收敛 定理 可 知 ， 函 数 
列 {un} 在 球 B(M*) 内 一 致 收敛 于 某 一 调和 函数 v, 且 


ua) = lim un = Us(M"). 
另 一 方面 ， 如 果 存 在 Pe B(M*)\M*, 使 得 4(P) 关 Uy(P), 则 由 un ez 可 得 
u(P) = lim un(P) > Us(P), 
并 由 Uy(M) 的 定义 可 知 ， 存 在 We Uo, 使 得 V(M) 在 B(M*) 内 是 调和 函数 ， 且 
Us(P) < V(P) < Up(P) < ul(P), 


从 而 由 u(M) -VM) 在 B(M*) 内 连续 可 知 ,对 于 1 = = > 0, 存在 
6 > 0, 使 得 Bs(P) C B(M*), 且 对 v Me Bs(P), 有 

u(M)—V(M)>,, 
并 由 函数 列 {un} 在 球 B(M"*) 内 一 致 收 伍 于 “ 可知， 对 于 = = FT > 


存在 Ne Z+, 使 得 当 n > NN 时， 对 VM eB(M*), 有 
uM) on <un(M) < uM) 十 <， 


其 中 p=7pw.， Bp = Bp(M*), Ss = 8B。 o 表示 小 曲面 Sn Bs(P) 的 面积 . 
对 上 述 取 定 的 mn Ps 及 N, 函数 


H(A 


1) = [min{usy, WV Hs, (M1) 
g(M) 的 上 函数 ， 且 HE C(B,) 在 Bs 内 是 调和 函数 ， 从 而 由 平均 值 定理 可 得 
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1 

re 人 H(M)dS 

Sp\Bs(P) SpN Bs(P) 
J wanasras ff v 

< 
Sp\Bs(P) Sp et 

人 J re wy 
Sp\Bs(P) Son Bs(P 


wh M )dS + 47 =[(4np” 一 一 0)jE 一 7 


u(M)dS — < uM*) = U,(M*). 


这 与 太 eEU, 且 Us(M*) < H(M*) 了 矛盾， 此 矛盾 说 明 对 VM ee B(M*), 有 
Jim un(M) = u(M) = VU,(M). 


综 上 可 得 
定理 4.5.1 设 T 为 区 域 9 的 边界 ，g(MM) 在 上 连续 ， 则 
U,(M)= inf v(M), Men 


在 区 域 2 内 是 调和 函数 ， 其 中 WU 为 9(M) 的 上 函数 集 . 

证 明 对 YAM* e 0, 由 8 是 开 集 可 知 ， 存 在 R>0, 使 得 BR(M*) C 2, 故 存在 
ZW 中 的 函数 列 {uw}, 使 得 每 一 个 un 在 8 内 是 调和 函数 ， 且 {ww} 在 Ba(M"*) 内 
一 致 收敛 于 调和 函数 U,, 从 而 由 M* 的 任意 性 可 知 ，U 在 2 内 是 调和 函数 . 1 
4.5.3 ”Dirichlet 问题 的 解 

由 定理 4.5.1 可 知 ， 求 解 Dirichlet 问题 

Au(M)=0, Men, 
je =gM)，MeET 
就 转化 为 当 卫 满足 什么 条 件 时 ， 有 Us(M) e C(T), 且 对 vM Ee 作 有 
U,(M) = g(M). 

下 面 证 明 : 对 VP ET, 如 果 点 已 为 一 个 正规 边界 点 ， 即 存在 一 个 函数 Wp(M)， 

使 得 Wp(M) 在 2 内 是 调和 函数 ， 在 豆 上 连续 ， 且 对 YAM e 9 有 
Wp(P)=0, Wp(M)>0, M#DP, 
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事实 上 ， 如 果 点 Pe 为 正规 边界 点 ， 则 由 9(CW) 与 Wp(MM) 均 在 点 已 处 连 
续 可 知 ， 对 Ve > 0, 存在 6>0, 当 Men=Bs(P)NT 时 ， 有 


g(P)—e < yg(M) < yg(P)+e, 
从 而 由 Wp(M) 在 2\Bs(P) 上 连续 且 Wp(M) > 0 可 知 ， 存 在 由 >7 > 0. 使 得 


0<7= min Wp(Q) m= max Wp(Q). 
QEQ\Bs(P) QEN\Bs(P) 


男 一 方面 ， 对 上 述 的 e, 6, wm, 选取 满足 条 件 


P)—-e—C < 1 < 8 <ga(P)+e+C 
g(P)—e 1771 a 0 ce g9(Q) < g(P) 7 


的 常数 C1 > 0 和 C0 > 0, 作 函 数 
f(M)=g(P)-e- OWp(M) (Men) 


和 
h(M)= gog(P)+e+CWp(M) COME TO)， 


则 由 Wp(M) 在 2 内 是 上 调和 函数 可 知 ， f(M) 是 下 调和 函数 ，h(M7) 是 上 调和 
函数 ， 有 昌 对 VM ET, 当 MeET\NN CNNBs(P) 时 ， 有 


f(M)= 9g9(P)—e— CiWp(M) < g(P)—e— Cm & g(M), 
h(M)=g(P)+e+CWp(M) > yg(P)+e+ Cn > og(N). 
当 M ET 嘱 时， 有 
f(M)= 9g9(P)—-e— CiWp(M) < g(P)—e < g(M), 
h(M) = g(P)+e +CWp(M) > g(P) +e > g(M), 


故 f(M) 是 g(M) 的 下 函数 ，h(M) 是 g(M) 的 上 函数 ， 从 而 由 性 质 4.5.7 可 知 ， 
对 VM e 1, 有 


g(P)—e— CWp(M)= FM) < UM) < hOM) = 9(P) + e+ Cp(NL). 
综 上 可 知 ， 对 Ve > 0, 有 
9(P)—e=f(P)< UVU,(P) < h(P)= 9(P)+s, 
当 M 玫 P(MeN\MP) 时 ， 有 


9P)-e < lim VU,(M) < lim, UM) SoCP)+s， 


4.5” 一 般 区 域 上 的 Dirichlet 问题 -207 . 


从 而 由 = 的 任意 性 可 得 
im, Us(M) = g(P) = Us(P), 
即 U,(a7) 在 点 P 处 连续 ， 并且 Us(P) = g(P). 
综 上 所 述 ， 可 得 如 下 定理 : 
定理 4.5.2 设 三 为 区 域 9 的 边界 ， 9(M) 在 上 连续 ， 如果 点 PE 了 是 一 
个 正规 边界 点 ， 则 函数 
Us(M)= a v(M), Men 


在 点 已 处 连续 ， 并 且 Us(P) = 9(P), 其 中 206 为 g(M) 的 上 函数 集 . 


定理 4.5.3 设 也 为 区 域 8 的 边界 ，g(MM) 在 上 连续 ， 如 果 荆 上 的 每 一 个 
点 都 是 正规 边界 点 ， 则 Dirichlet 问题 


Ou Ou Ou 
[下 + By + Be =0; (2;9,2) E€N, 


u(M)= ogo(M), MeT 


的 解 存在 . 

由 定理 4.5.3 可 知 ， 求 解 Dirichlet 问题 就 转化 为 当 了 满足 什么 条 件 时 ， 厂 上 
的 每 一 点 都 是 正规 边界 点 ， 这 里 给 出 一 种 简单 而 常见 的 情况 ， 如 果 2 在 点 PeT 
处 满足 外 球 条 件 ， 且 外 球 的 球 心 为 Og 页, 则 


We 


(M € 1) 


Tpo Tpar 
在 2 内 是 调和 函数 ， 在 有 上 连续 ， 且 对 YAM € 人 2, 有 
Wp(P)=0, Wp(M)>0, MAP. 
称 满足 此 条 件 的 函数 IVp(M) 为 在 点 了 处 的 闸 函 数 . 
下 面 的 定理 说 明 ， 定 理 4.5.3 的 道 定理 也 成 立 . 
定理 4.5.4 设 也 为 区 域 2 的 边界 . 如 果 对 ye C(T), Dirichlet 问题 
Au(M)=0, Men, 
| u(M)= gM), MerT 
的 解 都 存在 ， 则 上 的 每 一 个 点 都 是 正规 边界 点 . 
证 明 对 YPE 2, 作 函 数 
g(M) 三 Frp MET, 
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则 易 知 ge C(T), 故 由 题 设 可 知 ， Dirichlet 问题 
Au(M)=0, Men, 
ee 
存在 一 个 解 Wp(M), 即 Wp(M)e C(Z) 在 2 内 是 调和 函数 ， 且 对 vM eT, 有 
Wp(P)= 9g(P)=0, Wp(M)= gM)=7r,y, >0, MA#P. 
从 而 由 极 值 原理 可 知 ， 对 Vv M € 2, 有 
Wp(P)=g(P)=0, Wp(M)>0, M¥#P. 

综 上 可 知 ， 研 上 的 每 一 个 点 都 是 正规 边界 点 . | 

对 于 二 维 情形 ， Perron 方法 是 同样 适用 的 ， 只 要 把 上 面 论述 中 的 球 改 为 圆 就 
可 以 了 . 下 面 的 例子 说 明 ， 如 果 有 界 区 域 2 的 边界 不 附加 任何 条 件 ， 则 区 域 2 上 
的 Dirichlet 问题 不 一 定 都 有 解 . 

例 4.5.1 设 Q C R? 为 去 掉 中 心 的 单位 圆 ， 卫 为 2 的 边界 . 则 Dirichlet 问题 


(下 + 本 -ee 


O72 By? 
u(r,y) = 9(7,y), (rz,y) ET 


无 解 ， 其 中 


证 明 由 对 称 性 可 知 ， 该 Dirichlet 问题 的 解 必 须 是 
的 函数 ， 从 而 这 种 解 具有 以 下 形式 
u(r) = alnr+b. 
但 是 不 可 能 有 这 样 的 常数 a, b, 使 u 在 2 的 边界 上 等 于 0. 
这 个 例子 也 说 明 : 对 于 1 来 说 ， 点 (0,0) 不 是 正规 边界 点 . 
对 于 有 界 区 域 0 上 的 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 
| Aw = f(s,2), (zy;2) € 1, 


(4.5.1) 
u| 


an 二 小 
如 果 能 找 出 问题 (4.5.1) 中 方程 的 一 个 特 解 U(x,y, >), 则 函数 


W (x,y,2) = u(r,y,2) — U(r,y,2) 


4.5” 一 般 区 域 上 的 Dirichlet 问题 .209 . 


满足 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 
pe = (六 
Wlsn = (9— U)lep: 
由 此 可 知 ， 如 果 方 程 (4.5.1) 在 8 存在 一 个 连续 的 特 解 UV, 则 当 区 域 8 的 每 一 个 边 
界 点 都 是 正规 边界 点 时 ， 由 定理 4.5.2 可 知 ， Dirichlet 问题 (4.5.2) 的 解 W 存在 ， 
于 是 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 (4.5.1) 的 解 也 存在 . 
关于 特 解 的 存在 性 ， 利 用 基本 积分 公式 可 知 ， 如 果 j(P) seC(O2)nCICO), 则 


vn= [2av (M € 0) 
run 


U(M)= fr, ln < dV (Men) 
0 MP 


(4.5.2) 


分 别 为 三 维 或 二 维 Poisson 方程 
AU(M) = _4rf(M) (Me n) 


识 
AU(M) = -2rf(M) (Me€ 0) 
的 特 解 . 下 面 仅 给 出 一 个 求 特 解 的 例子 . 
例 4.5.2 求 Poisson 方程 
Pu Pu Ou 


的 一 个 特 解 . 


解 设 所 求 特 解 为 
f(z,y,2) = az3 + by’, 


将 其 代入 方程 得 
6az + 6by=7+Y, 


比较 上 式 两 端 关于 > y 的 系数 得 a 二 5 =, 从 而 
f(z,y,2) = sr 十 妈 ) 


是 所 给 Poisson 方程 的 一 个 特 解 . 
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o 


题 4.5 


4.5.1 证 明 性 质 4.5.3 及 性 质 4.5.8. 
4.5.2 证 明 : 如 果 函 数 (MD)， VOD ,Wi(M) 都 是 f(M) 的 下 调和 函数 ， 则 


V(M) = max{Vi(M), VOD VOD 


也 是 f(MM) 的 下 调和 函数 . 
4.5.3 证 明 : 三 维 区 域 2 内 的 下 调和 函数 必 在 边界 0 上 取 最 大 值 . 
4.5.4 设 对 平面 区 域 2 的 某 个 边界 点 P, 可 在 8 外 的 某 点 Q 为 圆心 作 圆 和 边界 92 相 切 
于 P, 并 使 这 个 圆 不 包括 1 的 其 他 点 . 试 证 明 8 的 这 个 边界 点 P 有 闸 函 数 存 在 . 
4.5.5 设 a，4 为 常数 ， 求 解 二 维 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 
| Au(z,y) = Ary, z+y <a’, 
2 


u=0, z+y =a. 
4.5.6 验证 二 维 对 数 势 
“= -元 Ws Ja i dd 
是 二 维 Poisson 方程 
Au(7,y) = f(z,y) 
的 一 个 特 解 ， 其 中 f(x,y) 在 有 界 区 域 2 上 具有 连续 的 一 阶 偏 函 数 . 
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